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1. Zahlbereiche und ihre Eigenschaften

1.1 Natirliche Zahlen:
Symbol: N={0,1,2,3,4,...}

1.2 Ganze Zahlen:
Symbol: Z={...,-2,-1,0,1,2,..}

1.3 Rationale Zahlen:

Symbol: Q=P
74

p,ql Sund q* OZ

1.4 Reelle Zahlen:

Symbol: R

1.4.1 Axiome der Addition:

1411 atb=b+a

1412 (@a+by+c=a+(b+c

1413 Die Gleichung a + x = bist immer eindeutig [&sbar.

1414 -(-a)=a
1.4.2 Axiomeder Multiplikation:

1421 axb=Dbxa

1422 (a xb) xc = a x(b xc)

1423 ax(b+c)=axb+ axc

1424 DieGleichung a xx = bist fir alea® 0 eindeutig |Gsbar.
1.4.3 Axiomeder Ordnung:

1431 a<bund b<cpb a<c

1432 a<b;cheliehigh a+c<b+c

1433 a<b;c>0Ppb axc<bxc

1.4.4 Archimedisches Axiom:
Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine natiirliche Zahl n, fir die gilt: n> |x|
Zu jeder reellen Zahl x > 0 gibt es eine natlrliche Zahl n, fur die gilt: n"! < x

1.4.5 Axiom der Vollstandigkeit:
Jede Verkniipfung zweier reeller Zahlen gemél dieser Axiome ergibt wieder eine reelle Zahl.

1.4.6 Bemerkung:

Dreiecksungleichung: E

b £[a+bi £[a + ]

1.5 Komplexe Zahlen:

Symbol: (C={z[z= (x, y)mit x, y1 [R}
Die Menge der komplexen Zahlenist ein dgebraischer Korper beziiglich Addition und Multiplikation.
Imagingre Einheit:  i*=-1
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1.5.1 Schreibweisen:
Schreibweise einer komplexen Zahl z:
Z=X+idy
Mitr =/x*+y® undj = arctan” wird daraus:
X
z=rcos() )+issinf )]
=rxisf )
=rsgf

Es gilt die Dreiecksungleichung.

1.5.2 Die Moivre€'sche Formel:
2" =[r xisfj )"
=r"xcig(ny )
=rNsg™t
Die Exponential schreibweise von z wird a's Polarform von z bezeichnet.

1.6 Das Prinzip der vollstéandigen Induktion

Es sei n, eine nattrliche Zahl und A(n) fir alle natirlichen Zahlen n3 n; eine Aussage. Es gelte:

1.6.1 Induktionsanfang:
A(ng) ist eine wahre Aussage.

1.6.2 Induktionsvor aussetzung:
Die Annahme der Gliltigkeit dieser Aussage fir alle n3 n,

1.6.3 Induktionsschluf3:
[A(n) P A(n+1)] ist wahr fur ale n3 n,

Damit ist die Gultigkeit der Aussage A(n) bewiesen.

1.6.4 Beispiel: Bernoullische Ungleichung:

Es sei x eine reelle Zahl mit - 1£ x. Ferner sei n eine natirrliche Zahl. Dann gilt fur ale n die

Bernoullische Ungleichung:  A(n): 1+nxx £ (1+x)"

Beweis unter Verwendung vollsténdiger Induktion:

Induktionsanfang: n=1:1+x£ (1+ x)1 =1+x (giltinsbesonderefir - 1£ x)
Induktionsannahme: Die Behauptung geltefiir ein nl Z, also 1+nxx £ (1+x)" .
Seite 14
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Induktionsschiuf: Zu zeigen ist, da? die Behauptung dann auch fir n + 1 gilt, also 1.8 Der Fundamentalsatz der Algebra
1+ (n+1)x £ (1+x)™". AuRerdem gilt: Da - 1£ xist, ist 1+ x3 0.
Daraus folgt: Ein Polynom n-ten Grades kann immer folgendermalien umgeformt werden:
(1+X)™ = (1+x)" {1+x) P(z)=a, +a xz+..+a,x"

3 (1+n5) {1+ x) =a, f(z-lzi)X(z- 2,)%.4z- z,)
=1+ (n+1)xx+nxx? Mita, 1 0Ua1C
3 1+(n+1)xx

Damit ist die Gultigkeit der Bernoullischen Ungleichung bewiesen. Die Zahlen  heilien Nullstellen des Polynoms P.

Jedes Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten hat mindestens eine reelle Nullstelle.

1.7 Fakultat, Binomialkoeffizient, Binomischer Lehrsatz

1.7.1 Die Fakultéat:
Py
n=123x.>n =0k

k=1

1.7.2 Der Binomialkoeffizient:
N I
" wemO£k£n
aaﬂgz’l[ kibn - k)
Ky i
f 0 wennk >n

1.7.3 Der Binomische L ehrsatz:

(a+by =4 &

2™k %" (siehe Pascalsches Dreieck)
k=0 kﬂ
Der binomische Lehrsatz kann mittels vollstandiger Induktion bewiesen werden.

1.7.4 Pascal’ sches Dreieck:

k=1
n=0 > 1 / k=2
n=1 > 1 1 /

k=3
=2 — 1 2 1 / k=4
n=3 ——— » 1 3 3 1 / k=5
n=4 —» 1 4 6 4 1 / k=6
n=5 — 1 5 10 10 5 1 /
n=6 » 1 6 15 20 15 6 1

a0
&;

Abbildung 1: Pascal'sches Dreieck
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2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme e g st ot 2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme e g st ot

2.1.8 Vektorprodukt (Kreuzprodukt):

2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare 8@19 8@19 g@, b, - a;b, ¢
Gleichungssysteme a’b=¢a,+ ¢hy+=ca by - 2, +
. . SasB 8b35 8a1>b2'a2)b15
2.1 Vektorrechnung, analytische Geometrie Ist das Kreuzprodukt null, so sind die beiden Vektoren linear abhangig.
2.1.1 Vektorielle Addition: 2.1.9 Vektorielle Dar stellung einer Geradein Punkt-Richtungsform:
o] o] +b 0 g X=p+ta
e e m

a+b=¢g: ++¢i+=¢ I =

- - = 2.1.10 Vektorielle Darstellung einer Gerade in Hesseform:
8anﬂ gbnﬂ gan+bnﬂ g

o x>h=d
2.1.2 Skalarprodukt: -
. 2.1.11 Vektorielle Darstellung einer Geradein Hesse-Nor malenform:
é)@:ai)bl+az>b2+"'+an>bn:éajmliR g: ﬁﬁm:ﬁ
=1 h - h

Zusdzlichgilt: a2b=0 U a” b Die Darstellungsarten in Hesseform sind nur im zweidimensionalen Vektorraum maglich, im

dreidimensionalen Raum représentieren sie Ebenen.

2.1.3Langedes Vektorsa:
2.1.12 Pliickerform einer Gerade im dreidimensionalen Vektorraum:
la = Vaxa = a®

2.1.4 Schwar zsche Ungleichung:
|@>b| £][al[jo]

Ferner gilt die Dreiecksungleichung

2.1.5 Orthogonale Projektion von a auf b: 2.1.14 Darstellung einer Ebene in Hessefor m:
Pr01g§=ﬁ>9=l>b E:%oh =d
2.1.6 Winkel zwischen zwei Vektoren aund b: 2.1.15 Darstellung einer Ebene in Hesse-Normalenform:
a = 2b E: i><>?><h =4
JalAt] [
2.1.7 Raumprodukt (Spatprodukt): 2.1.16 Umrechnungsfor meln der Ebenenfor men:

(abc)=(a" b)x

Es erzeugt es ein Rechtssystem, falls es positiv ist, und ein Linkssystem, falls es negativ ist.
Das Vektortripel heif3 ausgeartet (linear abhangig), falls das Spatprodukt null ist. 2.1.17 I dentitat von L agrange:

(@" b)s(c” d)=(asc)>(b>d)- (a>d):(bs>c)
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2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme e e .

2.2 Lineare Gleichungssysteme

Eine Linearkombination aus n Vektoren des Grades n bildet ein lineares Gleichungssystem, wenn
ein bestimmter Vektor als Ergebnis der Linearkombination gefordert wird. Ist dieser Vektor der
Nullvektor, so spricht man von einem homogenen Gleichungssystem, andernfalls von einem
inhomogenen Gleichungssystem.

X33yt %38, t X8, ...t X, 08, =h

Ein LGS ist l6sbar, falls gentigend linear unabhangige Gleichungen vorhanden sind. Sind bel
einem LGS vom Rang n (d.h. mit n Unbekannten) nur r linear unabhéngige Gleichungen gegeben,
S0 betrégt der Defekt d des Gleichungssystems: d=n-r.

2.2.1 Allgemeines L 6sungsverfahren:

Zundchst wird die Hauptdeterminante D berechnet, was bis Rang n = 3 ohne welitere
Umformungen moglich ist. Ist der Rang n > 3, ist meistens der Gauld sche Algorithmus am
gunstigsten.

1. Fal: D =0: keineeindeutige Losung P Gaul3scher Algorithmus (L&sungsmengeist
eine Ebene oder eine Gerade)
2. Fall: Dt 0: eindeutigeL6sung P Cramer'sche Regel (Determinantenverfahren)

Zum SchluR wird die Lésungsmenge als Vektor oder Zahlentupel aufgeschrieben.

2.2.2 Der Gaul3'sche Algorithmus:

Das Prinzip besteht darin, eine Gleichung dazu zu benutzen, aus den restlichen eine Unbekannte
zu eliminieren. Dies wird dann so lange fortgesetzt, bis nur noch eine Gleichung mit einer
Unbekannten vorhanden ist. Danach wird riickwarts in alle Gleichungen eingesetzt, womit man alle
Unbekannten erhélt und das LGS 16st.

Diefolgenden zwei Beispiele zeigen ein eindeutig |6sbares und ein nicht eindeutig |6sbares LGS.

1. Beispidl:
Folgendes LGS ist gegeben. Gesucht ist dessen L 8sungsmenge.
X, +2X%, +3%;, +4x,=-2
2%, + 3%, +4x,+ X, = 2
X HAX, + X +2%X, = 2
AX + X, +2%; +3X, =-2

Seite 19

Durch riickwartiges L ésen der Gleichungen X, X X X Oparation
XVI bis X111 erhdt man:
o | |12 [3][4]-
C=1 [ 2[3[a1]>2
C=0 m s[4 ]1]2]2
x=-1 V [ 4]1 12 3][=2
\Y 1 2 3 4 -2
Die Probe durch Einsetzen bestétigt dieses | VI | 0 [ -1 | -2 | -7 | 6 =lI-21
Ergebnis. Vil 0 -2 -8 |-10] 8 =11-3I
VIl 0 -7 | -10 | -13 6 =lVv-4l
I1X 1 2 3 4 -2
X 0 -1 -2 -7 6
Xl 0 0 -4 4 -4 =VII-2VI
Xl 0 0 4 36 | -36 | =VII-VI
X1 1 2 3 4 -2
XIV] 0 -1 -2 -7 6
XV 0 0 -4 4 -4
XVI|] 0 0 0 40 | -40 =XI+XII
2. Beispidl:
Folgendes LGS ist gegeben. Es enthdlt mehr Gleichungen al's Unbekannte.
Operation
%, - 3%, - 12%,=-5 | X1 X3 12 =
X F2XF 5= 2 |12 ]5]2
X, +17%; = mjlo|s ||z
3% - Xt 2%, = I\ 3 -1 2 1
% - - x= 0 v 7 la]a]o
R R Vi| 1] 3 |12] 5
Eine Losung existiert, sie ist aber nicht eindeutig. Es | VI | O | -5 | -17 | -7 | =IlI
kann eine Unbekannte als Parameter wahlen, z.B. x,. vin| 0 | 5 |17 | 7 | =l
Die Losung lautet dann: IX 1 0 |-10|-34|-14 [ =3I+
tT (- ¥;¥) \Y
49 X |0 [ -25] 8|35 [=n+v
%=z gt Xl |-1]-3]-12] -5
7 17 Xl 0 S5 | -17 | -7
X, =—- —t XII1 0 0 0 0
5 5 xv[o[o]o]o
X =t X[ o[ o]o0o]o

Die geometrische Deutung der Ldsungsmenge eines LGS mit drei Unbekannten ist die
Bestimmung der Schnittmenge der durch die drei Gleichungen des LGS gegebenen Ebenen. In
diesem Beispiel ist die Lsungsmenge eine Gerade:

2,8
P X==c¢l++=tc- 5+
g 587 5¢

&5 "&55
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2.2.3 Die Cramer'sche Regel:

Ist die Determinante der Koeffizientenmatrix eines LGS nicht null, dann lassen sich die
Unbekannten x, sofort berechnen. Man berechnet dabei zur Bestimmung z.B. der Unbekannten x,
Die Determinante D, die sich durch Vertauschen des 3.Spatenvektors der
Koeffizientendeterminan-te mit dem Vektor der absoluten Glieder ergibt. Aus diesen beiden
Determinanten berechnet sich die Unbekannte x, als deren Quotient.

Allgemein: x, = %

Die mit der Cramer'schen Regel berechneten Losungen sind immer eindeutig.
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3. Matrizen, Matrixalgebra
3.1 Beispiele fur (m,n)-Matrizen

3.1.1 (n,n)-Einheitsmatrix:
@4 00 - 08
go 10 - 0:
E,=% 0 1 .- 07
¢ L.

0 0 0 - 1y
3.1.2 (m,n)-Matrix:
(;@11 &, &3 a1n9

Gy Ayp Ay vt Gy
A:gats’l A A v Ay

gaml & 8 vt Bpg

Der erste Index bei den Eintrégen a; heif Zeilenindex und gibt die Zeile an, in der der Eintrag
steht, der zweiteist der Spaltenindex und gibt die Spalte der Matrix an, in der der Eintrag steht.

3.2 Rechnen mit Matrizen

3.2.1 Addition zweier (m,n)-Matrizen A und B, Multiplikation mit einer Konstanten k:
Alle Eintrage werden einzeln addiert, dh. C=A+B bzw. ¢;=a;+b;
Alle Eintrége werden einzeln mit k multipliziert. C= kB bzw. G = f(b”
3.2.2 Transponieren einer (m,n)-Matrix A:
Es entsteht eine (n,m)-Matrix AT, firr deren Eintrége g, gilt: a5, =8,
3.2.2.1 Zusatzeigenschaften bei (n,n)-Matrizen:
Eine (n,n)-Matrix A heif3t symmetrisch, wenn gilt: AT=A
Eine (n,n)-Matrix A heif}t antisymmetrisch, wenn gilt:  AT=- A

Beispiel: Gegeben sind die Matrizen A und B.
- 78 26
A=§‘; Z, B=§@ :
2 5 2 6y
-76 @ 20_28+0 -7+20_a -50
A+B= + z
§3 2378 65 Gae2 2465 5 85
® 20_280 5%_ab 109
ﬁz 6,3 ESXZ 5>6g Em 30,3

_ 6 _l 30 a® 20 a® 20_
S T i S

58 =5

=B
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3.2.3 Verkettung von Matrizen, Matrixmultiplikation:
Generell ist dies nur moglich, wenn die erste Matrix (m,n) diesselbe Anzahl von Spalten hat
wie die zweite Matrix (p,q) Zeilen, d.h. wennn = p.
Es entsteht eine (m,q)-Matrix.

Deren Eintrége lauten dann allgemein: ¢, =a ab,

0 26 +
Beispiel: Gegeben seien die beiden Matrizen A und B: A=§; 1 02 B=¢c0 -1+
7 :

® 10 .
0 2¢ T o 1o
Wird A mit B verkettet, so entsteht eine (2,2)-Matrix: AB = gz 1 03;0 - +=g0 1i

%2 04

® 10 ®2 1 09
¢ -aé 0 25_¢
Umgekehrt entsteht eine (3,3)-Matrix: BA=¢0 - 1- £ 1 0% =¢-2 -1 0=
2 0p 2 g2 o0 45
Daraus folgt: Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ.
Aber: Multiplikation von (n,n)-Matrizen ist assoziativ, es gilt auch das Distributivgesetz.

3.2.3.1 Dyadisches Produkt:
So heifdt das Produkt einer (n,1)-Matrix mit einer (1,n)-Matrix. Es ensteht eine (n,n)-Matrix.

3.2.4 Matrixinversion quadratischer Matrizen:
Esgilt fur die zu Ainverse Matrix A': ABA=AALI=E
Bedingung fir Invertierbarkeit: det(A)* O

3.25Rang einer Matrix:

Unter dem Rang r(A) der (m,n)-Matrix A versteht man Folgendes. Die Maximalanzahl linear
unabhangiger Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) heif3t Zeilenrang (Spatenrang) der Matrix A.
Zeilenregulér ist die Matrix A, wenn r(A) = m, spaltenregulér, wenn r(A) = n.

Eine (n,n)-Matrix heif3 regulér, wenn r(A) = n und singulér, wenn r(A) <n.

Die Existenz der Inversen A ! und die Regularitét von A sind dquivalent.

Zur Berechnung des Ranges einer (m,n)-Matrix werden die grof3tmoglichen Unterdeterminanten
gebildet. Ist eine von ihnen nicht null, so ist der Rang gleich der Ordnung (Anzahl der
Spaltenvektoren) dieser Unterdeterminante. Gegebenenfalls muf3 die Ordnung der Unterdeter-
minante verringert werden, bis eine von ihnen ungleich null ist.

3.2.6 Lsung einfacher Matrixgleichungen:
Die Gleichung AX=B hat die Losung X=BAL
Dies setzt die Existens der inversen Matrix A" voraus.

3.2.7 Rechenregeln fur Deter minanten:
det(A xB) = det(A) xdet(B)  (Produktregel)
det(A") = det(A)
det(E,) =
det(c xA) = c" xdet(A)  fiir (n,n)-Matrizen
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3.3 Eigenwerte und Eigenvektoren
Gegeben sei eine lineare Abbildung x> f(x)= Aox

Unter den Eigenwerten | und den Eigenvektoren n der Matrix A versteht man alle digjenigen
Konstanten bzw. Vektoren, fur die gilt:
An= | ’n
Aus dieser Definition folgt:
An=I>n0 (A-1:Eh=0
firn * 0(Nullvektor)folgt sofort :

det(A- | xE)=0
In Determinantenschreibweise:
89-11" ay, a3 ay, 9
¢ Ay azz'l s a,, —
det(A- | E)=detf 8y B an-l &, (=0
¢ : : : N
g anl anZ an3 ann- I ﬂ
Beispiel: Gesucht sind alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A:
geZ -3 1 0
A:(; 3 1 3 —
&5 2 -44
2-1 -3 1
det(A-1 xE)=| 3 1-1 3 [=-1%-12+2 =0
-5 2 -4-1

O1,=01,=11,=-

Die einzelnen Eigenwerte werden in das jeweilige (Uberbestimmte) homogene Gleichungssystem
eingesetzt und dessen Ldsungsmenge nach bekannten Verfahren bestimmt. Diese ist dann der zum
einzelnen Eigenwert gehdrende Eigenvektor. In der Regel werden die Eigenvektoren auf den Betrag
1 normiert.

Ein Speziafall ergibt sich, wenn aul3er der Hauptdiagonalen der Matrix nur Nullen in ihr stehen.
Die Zahlen in der Hauptdiagonalen sind dann zugleich die Eigenwerte der Matrix.

aél 0 - 09
B = Qo |2 . Oi
o o -1

Seite 24



4. Folgen und Reihen i s e o

[TH Aachen

4. Folgen und Reihen

4.1 Folgen

4.1.1 Teilfolge:
Unter einer Teilfolge versteht man eine Folge, die durch Wegstreichen von bestimmten Gliedern
aus einer anderen Folge, aber ohne Verdnderung der Reihenfolge, aus jener Folge entsteht.

4.1.2 Konvergenz:

Eine Folge oder Reihe konvergiert, wenn die Differenz zwischen einem Folgenglied (bzw. die
Folge der Partialsummen der Reihe) und dem zugehdrigen Grenzwert jeden beliebigen reellen Wert
unterschreiten kann:

la,-a£e U lima, =a

4.1.3 Divergenz:

Eine nicht konvergente Folge (oder Reihe) heifdt divergent. Sie heifdt bestimnit divergent, wenn
gilt:

fimia|=¥

4.1.4 Beschrankte Folgen:

Eine Folge hei beschrankt, wenn es eine positive reelle Zahl gibt, die gegeniiber dem einzelnen
Absolutbetrag jedes einzelnen Folgengliedes immer grofRer (oder gleich) ist. Sie ist nach unten
beschrénkt, wenn der Absolutbetrag [a] = - a ist und nach oben beschréankt, wenn |a| = a ist. Eine
Vektorfolge heif3t beschrankt, wenn der Betrag der Folgenvektoren beschrankt ist. Dies wiederum
ist der Fall, wenn jede Kompnentenfolge beschrankt ist.

4.1.5 Monotonie:
Wenn alekT N sind, kann fir Folgen formuliert werden:
Monoton wachsend: a,,, 3 a,
Streng monoton wachsend:  a,,, > a,
Monoton falend: a,,, £ a,
Streng monoton fallend: a,,, <a,

4.1.6 Eulersche Zahl:

Die Eulersche Zahl eist der Grenzwert einer Folge:
k

e=lima, =lim3+~2 »271828...
k® ¥ ke¥gd kg

4.1.7 Konvergenzkriterium von Cauchy:

Satz und Definition: Eine reelle oder komplexe Folge bzw. Vektorfolge ist genau dann
konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folgeist, d.h. es gibt zum e > 0 eine Zahl N(e), fir die existiert

la, - a,|£e n,m3 Nfe)
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4.1.8 Rekursiv definierte Folgen:
Die Folgenglieder werden mit Hilfe des vorherigen bestimmt, z.B.:

1 ~
=1, &= fa s+, N

4.1.9 Regeln bei Grenzwertbestimmungen:

Seien gegeben :

Q

lima, =
k®¥ak

Darausfolgt : Ik|®rQ(ak +h)=a+b

,T_
3=
*®

lim(a, +b,)=¥
lim(b, +b,)=¥
inleon) =cfinla) =0

4.1.10 Alternierende Folgen:
Folgen, die mit jedem Folgenglied zwischen positiven und negativen Werten schwanken, heifl3en
alternierende Folgen.

Beispiel: a, =(- 1)*°

4.2 Unendliche Reihen

Wird einer unendlichen Folge von Zahlen eine Summe zugeordnet, die als Summanden die
Folgenglieder haben, so heifdt diese Summe unendliche Reihe. Werden nur die Folgenglieder bis
zur Stelle k addiert, so spricht man von der k-ten Partialsumme der Reihe. Die Konvergenz,
Divergenz und Monotonie wird definiert wie bei Folgen.

4.2.1 Cauchy-Kriterium fur Reihen:

Es besagt analog zum Cauchy-Kriterium flr Folgen, da3 es zu jeder Differenz zweier
Partialsummen m und n, welche kleiner als ein e > 0 ist, ein N(e) gibt, fir dasgilt: m3 n3 N(e).
Allgemein muf3 gelten, dal? die Folge der Partialsummen konvergiert.

Beispiel: Die harmonische Reihe é % ist divergent.

Erflllt eine Reihe das Cauchy-Kriterium, so gilt: é_ a, konvergent 0] lI(ggak =0
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4.2.2 Majoranten- und Minorantenkriterium:
Mit der Reihe § &, a1 C, 14 sich sagen:

4.2.2.1 Die konvergente Reihe é b, b T R, heiRt Majorantenreihe von é_ a, , wenn ab

einer bestimmten Stelle N das Reihenglied by sténdig groRer ist al's |ay|. Dann ist die Reihe é_ a
absolut konvergent.

4.2.2.2 Diedivergente Reihe é ¢, ¢ R, heift Minorantenreihevon é ‘ak , wenn ab einer

¥
bestimmten Stelle N, das Reihenglied ¢, sténdig kleiner ist as [|a | Dann ist die Reihe é

k=1

a

divergent (die Reihe § a, nicht absolut konvergent).

4.2.3 Die geometrische Reihe:
¥
Allgemein lautet siec § %, ¢ C

k=0
' , - 1
Bedingung fur Konvergenz: |g] < 1: lim K=
gung genz: [q o eoq 1- g
Bedingung fur Divergenz: |g| 3 1: Iimg‘ q“ =¥

=
i
o

4.2.4 Das Quotientenkriterium:
Essd d a,, & C einebeliebigeReihe. Esgilt fir diese Reihe:
e

Firg = Ikl@Tak gilt:

g<1b § a, konvergiert absolut

g>1pb é a, divergiert

g=1P keineAussage Uber dasKonvergenzverhalten moglich
4.2.5 Wurzelkriterium:
DieReihe § a. a1 C ist gegeben.

Fir g :L!Erg,k/\ak\ gilt:

g<lp é a, konvergiert absolut

g>1p é a, divergiert

g=1b keineallgemeineAussage liber das Konvergenzverhalten moglich
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4.2.6 Konvergenzkriterium von Leibniz fir alternierende Reihen:

Ist die Folge der Reihenglieder monoton fallend und deren Grenzwert null, so ist die Reihe
konvergent.

4.2.7 Cauchy-Produkt, Satz von Mertens:
Das Cauchy-Produkt zweier Reihen wird definiert als:

¢, mit ¢, =ah, +ab,, +..+ab, = § a b,

0 k=0

Q,OK

=
i

Satz von Mertens. Konvergiert eine Reihe gegen A und eine andere gegen B, so konvergiert ihr
Cauchy-Produkt gegen AB.
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5. Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit

5.0.1 n-dimensionale Funktionen:
Eine Funktion mit n reellwertigen Veranderlichen erzeugt einen Graphen der Dimension n+1.

5.0.2 Dar stellung einer n-dimensionalen Funktion:

fizsf(z) 21 AT R"
G, :{f(z)i R”*l\z:(xl,xz,...,xn,f(xl,xz,...,xn))}

5.1 Grenzwerte

5.1.1 Ubertragungsprinzip fir Grenzwerte von Funktionen:
Der Limes einer Funktion f(x) an der Stelle x, lautet analog zum Grenzwert von Folgen und

Reihen:
im 1=

O fureine > Oexistiert eind (e, x, ), fur dasgilt :
|f(x)- & £e fals |x- x,|£d(e,x,)

5.1.2 Linksseitiger Grenzwert, rechtsseitiger Grenzwert:

Man unterscheidet die Grenzwerte, die ermittelt werden, wenn man sich von links oder von
rechts an die Stelle x, néhert, denn bei vielen Funktionen sind sie an bestimmten Stellen
unterschiedlich.

5.1.3 Uneigentlicher Grenzwert:
Als uneigentlichen Grenzwert bezeichnet man den Grenzwert lim f (x) = +¥ .

X® X,

5.1.4 Stetigkeit von Funktionen:
Eine Funktion heil¥ stetig in x, wenn ihr rechts- und linksseitiger Grenzwert (und
gegebenenfalls der Funktionswert) bei x, gleich sind.

5.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

5.2.1 Extremwertsatz von Weierstrai3:
Gilt fur ein gegebenes Intervall [a,b] fir ein x aus diesem Intervall

F) & f(x)£ £(x,)
f(x,) =sup{ f (X)X [a,b]}
() =int{ 1 (6 [

o, heilt x; Minimum von f auf [a,b] und x, Maximum von f auf [a,b].

5.2.2 Monotonie stetiger Funktionen:
Die Monotoniebegriffe werden ebenso definiert wie fur Folgen und Reihen.
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6. Differentialrechnung

6.0.1 Tangente:
Die Tangente einer Funktion f an der Stelle x ist eine Gerade, die die Funktion f an der Stelle x
berlhrt bzw. unter dem Winkel a = 0 schneidet.

6.0.2 Limes des Differenzenquotienten, Ableitung der Funktion f an der Stelle x:

ff(xo)=l££1f(xx):>f<fx°):2fx(x°):3fxx% =Di(x)

6.0.3 Differenzierbarkeit:
Die Differenzierbarkeit kann eingeschrénkt sein (s. Stetigkeit). Man unterscheidet deshab
linksseitige und rechtsseitige Differenzierbarkeit.

6.1 Ableitungsregeln

6.1.1 Faktorsatz:
(c>F)(x)=c>f(x)

6.1.2 Summenregel:

( +g)(x) = f(x)+glx)

6.1.3 Produktregel:

(fg)(x)= f{x)>g(x)+ f (x)>g(x)
6.1.4 Quotientenregel:

&t ¢ ) _ fx)>9(x)- 1(x)>g¢x)
T g°(x)

6.1.5 Kettenregd:

(g F)(x)=gqf (x)> fdx)

Ist die Ableitung an der Stelle x positiv, so ist die Funktion dort monoton steigend, ist die
Ableitung negativ, so ist sie dort monoton falend. Ist sie null, so liegt ein Extrempunkt oder
Terrassenpunkt vor.

6.2 Ableitungen von reellwertigen Funktionen mehrerer Veréanderlicher und
von vektorwertigen Funktionen

6.2.1 Vektorwertige Funktionen und deren Ableitung:
aefl(X)Q

:gfz(x)%

Funktion f :D—>R™: f(x) A

Ableitung f'(x)von f (x): f'(x)=

f'(x) ist der Richtungsvektor der Tangente an die Kurve f im Punkt (x, f(x)).
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6.2.2 Partielle Ableitung einer reellwertigen Funktion f:
Die partielle Ableitung einer Funktion f(x) nach x, in x, lautet:

af af
- = | =f
™ (%o) x. X, (o)

Dabel werden auf3er X ale Veranderlichen als Konstanten angenommen und entsprechend
behandelt.

6.2.3 Totale Ableitung bei einer Funktion f(x,y,2) im R*:
Geometrisch stellt die totale Ableitung f'(x) in R* die Tangentialebene an f(x) in x, dar.

Bo@E % 0T 1 @ ¢ o :
Er: ¢y==¢ Yo ?+tgﬂf 0 : Sg 1 -
825 8f(Xovyo)E gﬂ(xovyov Xono § Xovyov Xono))é
f 5 f
E o0y 0o ve)2 &k vo (xo,yo))
¢ g TR ¢ g o 0
bzw. E; ;& (%0 Yor f %0, Yo ) TEy+= 8- (%, Yo, (xo,yo)) Y ¢
y ¢ Ty N
¢ 1 * &7y ¢ 1 * = & (%, o)z
& P & P
6.2.4 Gradient:

AlsGradient der Funktion f in x, wird dieser (transponierte)V ektor a bezeichnet:
a=(grad )(xo) = (W )(x,) = (f*(x,))"

Hierbei ist V' der Nabla-Operator, der in Kapitel 16.3 ndher beschrieben wird.

Als Gradient oder Gradientenfeld von f bezeichnet man: grad f =M = f; = (f')T

6.2.5 Partielle Ableitung einer vektorwertigen Funktion:
Die partiellen Ableitungen einer solchen Funktion werden nur komponentenweise erklért. Es gilt:

=2l
c— (%)
o ¢ s
AT R UR SO
x, = ﬂxl(; : : gﬂxj :
gfn&)z glfn(l():
&M, 2}
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Dietotale Ableitung an einer Stelle x, ergibt eine Matrix. Fir sie gilt:

) M) o Ty

¢ 1%, x,
cTf; 1f, T +
A:iz(l(O):i‘(l(D):gﬂXi'XO) ﬂxz ( ) . ﬂX ( 0):
Car " =
1If 1., qif N
Gm oo Mm :
o) Tofy) oo I (zo)a

Diesist eine (m,n)-Matrix.

Wird ein weiteres Mal abgeleitet, so entsteht die sogenannte Hessesche Matrix.

Beispiel zu vektorwertigen Funktionen:
Gegeben as Funktion ist das Vektorprodukt. Gesucht ist die erste Ableitung.

w‘lo a;)(10 8, X3 - a3X20
t()=a" x=¢a,- 0= ca - ax -
gazﬂ 8)(32! 8a1X2 azxiﬂ
&0 -a a9
t()=¢a, 0 -a-
8’ a, A OB

6.2.6 Ableitungsregeln fiir vektorwertige Funktionen:
Analog zu reellwertigen Funktionen einer Veranderlichen gelten der Faktorsatz und die

Summenregel.
i), 0

Die Produktregel fir m=1: V(fxg)=¢ 1 +=gxF+ Xy
). 5

Es handelt sich also um eine (n,1)-Matrix.
Fur weiteres zum Nabla-Operator V' siehe Kapitel 16.3 .

Die Kettenregel mit Y, =iQ(O): (gcj)z(xo):gy(j(lo))’iz(lo)

Seite 32



7. Potenzreihen und elementare Funktionen Nl At st ol 7. Potenzreihen und elementare Funktionen e amgen i o v

7. Potenzreihen und elementare Funktionen 7.1.9 Wichtige Eigenschaften der Logarithmusfunktion:
log, (x> y) =log, x+log, y
Ioga(xy)= yAdog, X
7.1 Exponentialfunktion und Logarithmus

1-1£Inx£x-1 alesgiltigfira>0,at lund x,y>0
7.1.1 (Komplexe) Exponentialfunktion: X
¥ k
Sielautet: exp(z)= a z ]
k=0 K! 7.1.10 Die Graphen von e und In(x):

7.1.2 Reelle Exponentialfunktion:

Selatet:  exp(x)=e =8 >

o K

¥ Lk
[}
K

7.1.3 Umkehrfunktion In(x):

Sieheift natiirlicher Logarithmus. e"® = x

7.1.4 Reelle Exponentialfunktion zur Basisa:
Selautet:  a* =e*@

7.1.5 Logarithmus zur Basisa: (
In(x

Er lautet: log,(X)=——+%

ga( ) |n(a

|
-
t

7.1.6 Ableitungen von Exponentialfunktionen:

X ¢ — AX Exponential- und
e =€ L ogarithmus-Funktion

(a*)¢: a*¥n(a)

Abbildung 2: Die Graphen von € und In(x)
7.1.7 Ableitungen von L ogarithmusfunktionen:

(n()*=2
('Oga(x))(p:@ 7.2 Trigonometrische Funktionen
718 Wichtige Eigenschaften der Exponentialfunktion: 721 Sinusfunktion:k
Fira>0gilt: . sin(z)= éo (éki)l)' gt
iy

7.2.2 Cosinusfunktion:

(1"

(a%h)* = a* " cos(z)= éo (2K)
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7.2.3 Wichtige Eigenschaften der Sinus- und Cosinus-Funktionen:

7.2.3.1 Symmetrie:

cos(- z) = cos(2)

sin(- z) =- sin(z)

7.2.3.2 Eulersche Formeln:

sin(z) = %(eiZ -e®)

cos(z) = 2[e" +e)
7.2.3.3 Pythagoras: cos?(z)+sin?(z) =1
7.2.3.4 Additionstheoreme:

sin(z+w) = sin(z)>cos(w) + cos(z) >sin(w)
cos(z + W) = cos(z) >cos(w) - n(z) >sin(w)

7.2.3.5 Periodizitét:
SiNgZ + PO cogz)
e 2g

cosgez+39: -sin(z)

e 2g
sin(z+p)=-sin(z2)
cos(z+p) = - cos(2)

sin(z+2p)=sin(z)
cos(z+2p) = cos(2)

7.2.3.6 Ableitungen der reellwertigen Funktionen:

sin(x) = cos(x)

cos(x) =- sin(x)

7. Potenzreihen und elementare Funktionen

7.2.4 Die Graphen von sin(x), cos(x), Arcsin(x) und Arccos(x)":

3

y
25+

y = Arcsin(x)
15+

y =sin(x)

-05 1

45

Trigonometrische Funktionen

15

Abbildung 3: Die Graphen von sin(x), cos(x), Arcsin(x) und Arccos(x)

7.2.5 Reelle Tangensfunktion, reelle Cotangensfunktion:

b

)=
cos(x

sin(x

N

cot(x) =

Rab

7.2.5.1 Wichtige Grenzwerte:
lim (tan(x)) = - ¥

X® - —+
2
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! Umkehrfunktionen siehe K apitel 7.2.7
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7.2.5.2 Periodizitét:

tan%?ﬁgg:-cot(x) X1 np
e 2g

cot$<+39:-tan(x) x1 2n+1p
e 2g 2

7.2.5.3 Additionstheoreme:

tan(x) + tan(y) yi a2t
1- tan(x) <an(y

cot(x)xcot(y)- 1
cot(x) + cot(y)

tan(x+y)=
cot(x+y)= yt-x+np

7.2.5.4 Ableitungen:

1 L 2n+1
tan((X)_cosz(x) 2P

cot€x) = - — i(x) X1 np

7.2.6 Die Graphen von tan(x), cot(x), Arctan(x) und Arccot(x)™

4

y

\y = cot(x)

y = Arccot(x)

y =tan(x)

y = Arctan(x)

Tangens- und
Cotangens-Funktionen

}
p/2

4

Abbildung 4: Die Graphen von tan(x), cot(x), Arctan(x) und Ar ccot(x)

! Umkehrfunktionen siehe K apitel 7.2.7
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7.2.7 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen:

Weil bei trigonometrischen Funktionen immer nur ein Intervall von einer halben Periode
eineindeutig ist, werden die Umkehrfunktionen fur einzelne Intervalle definiert. Diese tragen einen
Index n, der besagt, an der wievielten Periode die jeweilige Funktion umgekehrt wurde.

é2n-1_ 2n+1 |
g2 "2 'Y
arccos,:  [- 1] ® [np,(n+1)p]
én-1_2n+1 1
g2 "2 'Y
arccot,,: [- ¥,¥]® [np,(n+1)p]

arcsin,, : [ l1]®

arctan, : [ ¥,¥]®

n = 0 beschreibt die Hauptzweige der Umkehrfunktionen:
arcsin, (x) = Arcsin(x)
arccos, (x) = Arccog(x)
arctan, (x) = Arctan(x)
arccot, (x) = Arccot(x)

7.2.7.1 Symmetrie-Eigenschaften:
Mit xT (- ¥,¥) gilt:
arctan, (x) = Arctan(x)+ np
arccot,, (x) = Arccot(x) + np
Mitx 1 [-1,1] gilt:
Arcsin(x) = - Arcsin(- x)

)=

arcstn(x) = Arcsm( )+ 2n>p

osiny .y () = - Aresin(x) + (2n +1)>p
(x) =

Arcsin(x

- Arccos(x

N\'O

)
arccos,(x) = arcsin,, (4 &

7.2.7.2 Ableitungen:
Mitx 1 [-1,1] gilt:

arcsin,{x) = ()
1- x?
. 1
Arcsin€x) =
1- x*
arccos, (%) = (1
1- x°
1
ArccosO{x)=
1- x°
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Mit xT (- ¥,¥) gilt: 7.3.8 Ableitungen:
arctannq(x) Tk (sinh z)( =coshz
arccot, {x) = - 1 (cosh2)®=sinh z

1+ x?

Allgemein 14t sich Uber diese Umkehrfunktionen sagen, daR sie durch Spiegelung der 739 Grenzwerte:

urspriinglichen Funktion an der Geraden y = x erzeugt werden.

lim sinhx = +¥
X® +¥
lim coshx =¥
X® ¥
7.3 Hyperbolische Funktionen 7.3.10 Umkehr funktionen:
7.3.1 Sinus hyperbolicus: 7.3.10.1 Area sinus hyperbolicus:
. _ g 22k+1
smh(z) =a (2k+1) asnh: R® R
0 arsinh(sinhx) = x
7.3.2 Cosinus hyper bolicus: sinh(arsinhy) =y
g 7
cosh(z) =a = . .
o (2K) 7.3.10.2 Area cosinus hyperbolicus:
7.3.3 Schreibweise mit Exponentialfunktionen:
: 1w o2 arcosh, : [L¥)® [0,¥)
smh(z)=f>(e -e )
2 arcosh. : [L¥)® (- ¥,0]

cosh(z)=1><(eZ +e“) T ' - .
2 7.3.10.3 Schreibweise mit nattirlichem Logarithmus:

P cosh?(z)- sinh?(z)=1

Fur xT R gilt: arsinh x=In{x+~/x* +1

734 Symmetrie-Eigenschaten: FirxT [L¥)gilt: arcosh, x=In{x++/x?- 1
sinh(- z) =- sinh(z)

. sh(- z) . sh(z) 7.3.10.4 Ableitungen der Umkehrfunktionen:

. 1
7.3.5 Additionstheor eme: (arsmhx)¢:\/27
sinh(z+w) = sinh z>coshw+ sinhw>cosh z X+l
cosh(z +w) = sinh z>sinh w+ cosh z xcoshw arcosh, X)®=— 1 furale xi (L¥
S )

7.3.6 Zusammenhang mit der sin- bzw. cos-Funktion:

sin(iz) =i>sinh z
sinh(iz) =i sinz
cosliz) = cosh z
cosh(iz) = cosz

7.3.7 Moivresche Formel:
(cosh z+sinh z)" = cosh(nz) + sinh(nz)
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7.3.11 Die Graphen von sinh(x), cosh(x), arsinh(x) und ar cosh(x):

y = Arcoshi(x)

y = Arsinh(x

y =sinh(x)

3
3

y = Arcosh(x)

Hyperbolische Sinus-
und Cosinus-Funktionen

Abbildung 5: Die Graphen von sinh(x), cosh(x), arsinh(x) und arcosh(x)

7.3.12 Redller Tangens hyperbolicus und Cotangens hyper bolicus:

furxt 0

7.3.12.1 Additionstheoreme:

tanh x, +tanhx,
1+ tanh x, Xanh x,
1+ coth x, xcoth x,

cothx, +cothx,

tanh(x, +x,) =

coth(x, +x,) =

7.3.12.2 Grenzwerte:
li
xX®
li

x®
lim

tanhx=%1

'323 %3

cothx =%1
cothx =+¥

x®

|+

farx, * 0,x,* 0,x +%x,* 0
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7.3.12.3 Ableitungen:

¢
tanh x)¥= —=
(tanhx) cosh? x
¢ 1
thx) = ————
(cothx) sinh? x

7.3.13 Umkehrfunktionen:
Areatangens hyperbolicus und Ar ea cotangens hyper bolicus:

artanh: (-1,1)® R
arcoth: {XxT [-11], xI R}® {xx* 0,x1 R}

Ferner gilt:
tanh(artanhy) =y fur yT [-11]
artanh(tanhx) = x  fur xT R
coth(arcothy) =y faryi [-11]
arcoth(cothx) = x  furx* 0

7.3.13.1 Schreibweise mit natiirlichem Logarithmus:

artanhx = gd+ O furxi (- 11)
&l- xg
j“i; for xi (- 1)
7.3.13.2 Ableitungen:
(artanh x)®= - far xT (- 1)
(arcoth x)®=—— i xi (- 11)
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7.3.14 Die Graphen von tanh(x), coth(x), artanh(x) und ar coth(x):

3

3

y

y = coth(x)

y = tanh(x)

-B

= arcoth(x)

y = artanh(x)

3
3

Hyper bolische Tangens-
und Cotangens-Funktionen

Abbildung 6: Die Graphen von tanh(x), coth(x), artanh(x) und ar coth(x)

8. Anwendung der Differentialrechnung
8.1 Der Mittelwertsatz und einfache Anwendungen

8.1.1 Satz von Rolle:

Ist eine stetige Funktion f(x) an den Réndern eines Intervalls [a,b] null ( d.h. f(a)=0 und f(b)=0)
und innerhalb dieses Intervalls differenzierbar, so hat diese Funktion innnerhalb dieses Intervalls
mindestens ein Extremum mit f'(x)=0.

8.1.2 Erster Mittelwertsatz der Differentialrechnung:
Im Interval [a,b] sa f(X) stetig und differenzierbar. Dann gibt esin [a,b] mindestens ein x, fr das gilt:

fb)- f(a) _ £ ¢x)

b-a

8.1.3 Addition einer Konstanten:
Sind die Funktionen f und g differenzierbar im Intervall [a,b] und gilt f'(x) = g'(x) fur ale x dieses
Intervals, so gibt es eine Konstante C, fir diegilt: f= g+ C.

8.1.4 Regel von I'Hospital fur den Fall %:
Wenn lim f(x)= lim g(x)=0 und g(x)* Oist,danngilt:
x® Xo X® Xo

f (x) f C(x)

L'JI‘O@ = lim 9¢x)
8.1.5 Regel von |'Hospital fur den Fall ;:
Wenn lim f(x)= lim g(x)=¥ undg(x)* Oist,danngilt:
lim-F0 = i £ 9)
xg(x) % g¢x)

Gf. betrachtet man - fg .

8.1.6 Grenzwerte anderer Formen:
Grenzwerte der Formen 0¥, ¥ - ¥, 0° 1 und¥° konnen auf die Féle g oder ;

zurtickgefuhrt werden.

8.2 Taylorformel und Taylorreihe bei Funktionen einer Veranderlichen

Jede Funktion f(x) 14t durch ein Polynom T,(x), fur das gilt: f(x)=T,(x)+ R,(X). Hierbei ist
R,(X) ein Restglied ist, das den vorhandenen Fehler ausgleicht.
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8.2.1 Taylorformel:
Ist die Funktion f(x) (n+1)-fach differenzierbar, so gilt fir deren Taylorpolynom:

=T, (%) Taylorpolynom n-ten Grades

0= £+ 1 x)+ L8 s o B s R ()

n Lagrangesches Restglied
_ f(n+1) (X) n+l T
R, (x,%,) = ne1) {x- %) mitx T [, %]
Beispidl: Taylorformel um x, = O fur die Funktion f(x) = exinnerhalb desIntervalls[- 1,1].
. x2 x* X 1
e =1+x+—+"2+"_+d ‘d‘<7

2 6 120 120

T2(x)=1+x
2 3

T4(x)=1+x+i+i
2 6

&b

05

Exponentialfunktion angenahert
durch Taylorpolynome

y y y y y y y y y y y y y y y y y y
+ + + + + + + + + + + + + + + + + +

-10 -05 00 05 X 10

Abbildung 7: Exponentialfunktion angenahert durch Taylorpolynome

8.2.2 Taylorrethe, MacL aurin-Reihe:

Ist die Funktion f(x) beliebig oft differenzierbar, so konvergiert deren Taylorreihe, welche
folgendermalen lautet:

f(x)=

Q)OK

f(k)(!xo) Ax- %)

O

=
i

Fur x, = 0 heif3t sie MacL aurin-Reihe.
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Beispiel:  Die MacLaurin-Reihenentwicklung der folgenden Funktion f(x):

f(x)=(0+x)"
=1+axx+2 0" - 1) o+ + 2 -1)4a-2)-fa- kJrl)xk +

2 k!
_§ k-0 -k'2)~--(a- K+ w4 R (¥)
k=0 d
4R
8.8

8.3 Kurvendiskussion

Vorgehensweise:
Erstens: Bestimmung des Definitionsbereiches
Zweitens: Bestimmung der Nullstellen (mit der x-Achse)
Drittens: Bestimmung der Unstetigkeitsstellen bzw. der
Grenzwerte der Funktion (falls moglich) an den
Réndern des Definitionsbereiches
Viertens: Bestimmung der Ableitung an den Réndern des
Definitionsbereiches
Fiinftens: Bestimmung des qualitativen Verlaufs des Graphen mit
relativen Extremwerten ( Nullstellenmenge von f'(x) )
Sechstens:  Bestimmung der Wendepunkte ( Nullstellenmenge von f(x) )
Siebtens: Bestimmung von Monotonieintervallen ( einheitlich in den
Bereichen zwischen den Nullstellen von f'(x) )
Achtens: Bestimmung von Konvexitéts- und Konkavitétsbereichen
8.3.1 Asymptote:

Eine Asymptote an eine Funktion f(x) ist digjenige Gerade g(x) = ax + b, fir die gilt:
lim[#(x)- g(x)]=0

Bestimmung von g(x):

Die Funktion f(x) hat eine senkrechte Asymptote an der Stelle x,, falls sie dort einen uneigent-
lichen Grenzwert besitzt.
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Beispiel: (Graph s. rechts) Asymptoten an die Funktion f(x):

8. Anwendung der Differentialrechnung Ao A st G

f(X):2X+%+3 104
g(x)=2x+3  (schrageAsymptote) e
X =0 (senkrechte Asymptote)

|

8.3.2 Konvexitat, Konkavitét:

8.3.2.1 Konvexitatskriterium: Ist die erste Ableitung f'(x) einer Funktion f(x) in einem

Intervall [a,b] monoton steigend, d.h. die zweite Ableitung

f*(x) > 0, so heifdt die Funktion f(x) konvex auf [a,b].
8.3.2.2 Konkavitét: Eine Funktion f(x) hei3t konkav auf [a,b], wenn - f(x) dort konvex ist.

Beispiel: Graph der Funktion f(x) = sin(x) + 0,5

2

f(x)

151

Konkaver Bereich

Wendepunkt Wendepunkt
Konkaver
Bereich

051 y-Achsenabschnitt

Nullselle
0 ‘ 1

Nullselle

relatives Maximum relatives Maximum

t t
p Konvexer Bereich 2p

-05 1
relatives Minimum

f(x)=sin(x) +05

Abbildung 8: Bezeichnungen am Funktionsgraphen

Seite 47

8.4 Satz von Taylor fur Funktionen mehrerer Veranderlicher,
Anwendungen auf Extremwertaufgaben

8.4.1 Taylorsche Reihe fur Funktionen zweier Veranderlicher:
8.4.1.1 Erste Form der Darstellung:

oy)= 1lan)s T (e g T0Y) gy,
ﬂ (x.y)=(ab) ﬂ (xy)=(ab)
2
H f(X y) (x- a)z+2ﬂf(X~Y) (x- a)y- b)+ﬂ f£X~Y)
2T T°x (x)=(a) MY esyeony l (x)=(ab)
1 1
+6{"'}+"'+H{"'}+
8.4.1.2 Zweite Form der Darstellung:
2
lef 1.0 1l 1
f(x+hy+k)=f(xy)+>g—h+—kzf(x —e—h+—kz f(x,
( y)(y)ﬂgﬂx ﬂyia( ol yz’(y)
lag L) aéﬂ 7.0
+—g—h+—kz fix,y)+...+ kz f(x,
3l gy Kg TV et g gy G TR
8.4.1.3 Das Restglied lautet:
N+
1 T .06
= h+—k= f(x+Qh,y+Qk 0<Q«<1
Rn(n+l)!ﬂx g (QYQ) (Q)
8.4.2 Taylorsche Reihe fiir Funktionen von m Veréanderlichen:
Die Darstellung erfolgt analog mit Differential operatoren.
8.4.2.1 Taylor-Reihe:
f(X1+hl’X2+h27"'7Xm+hm):f(X17X27"'7Xm)+
g1 1,0
+—h,+..+—h = f(X,%,.... X))+
1|'§1TX1 ﬂxg 2 ﬂxm mﬁ (Xl 2 )
+R,
8.4.2.2 Restglied:
LN+l
1 e 0
Rn_ n+1 1-[1;[(1 1;[(2h +. ﬂzm hmg f(X1+Q1h1’X2+Q2h27"'7xm+thm)

(0<Q <1

8.4.3 Relative und absolute Extrema:
8.4.3.1 Eine Funktion f besitzt im Punkt X, ein strenges relatives Maximum, wenn die

Funktionswerte der Punkte des néchsten Umkreises (d > 0) um f(x;) vom Betrag kleiner sind als

f(x,). Bel relativen Maxima ist die Gleichheit der Funktionswerte zugelassen. f(x,) ist ein
entsprechendes Minimum, wenn - f(x,) ein entsprechendes Maximum ist.
8.4.3.2 Eine Funktion f besitzt im Punkt X, ein strenges absolutes Maximum, wenn die

Funktionswerte aller anderen Punkte im Definitionsbereich von f vom Betrag kleiner sind als f(x,).

Bei absoluten Maxima ist die Gleichheit der Funktionswerte zugelassen. f(x,) ist ein
entsprechendes Minimum, wenn - f(x,) ein entsprechendes Maximum ist.
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8.4.3.3 Ein Sattelpunkt liegt vor, wenn eine Funktion f an der Stelle x, zwar nur Ableitungen
vom Betrag Null hat, die obenstehenden Bedingungen aber nicht erfiillt sind.

Beispiel: Der Punkt (0,0) der folgenden Funktion ist ein Sattelpunkt.
fxy)=x"-y?
f,=2x, f,=-2y, f(00)=1,(00)=0

8.4.4 Hinreichende Bedingung fur strenge relative Extrema:

Eine Funktion f sei im Intervall | =(a,b)" (c,d) 2-fach differenzierbar und bilde R? auf R ab.
Essei der Vektor (x,,y,)T 1.

8.4.4.1 Srenge relative Maxima:
Wennnun £,(x,, Yo) = f, (%, ¥o) = 0 und (%, ¥o)xf,, (%, ¥o)- £5(%. ¥o) >0 wahrend
f,, (X0, o) < 0 ist, dann liegt in (x,,Yo) €in strenges relatives Maximum vor.

8.4.4.2 Srenge relative Minima:
wennnun £, (x,, o) = f, (%, ¥o) =0 und ., (%, Yo) Xf,, (%0, ¥o)- 5 (%, ¥o) > 0 wehrend
fw(xo, yo) >0 ist, dann liegt in (X,,Y,) €in strenges relatives Minimum vor.

8.4.5 Satz tiber implizite Funktionen:

Essei i N mitn>mund R =R™™ R"={(x,y)xi R™", yi R"}, D1 R" offen,
(x,,y,)1 D, esgeite ferner:

1) F:D® R™ ist k-fach stetig partiell differenzierbar,

2) EQ(O,Xo):Q und
3) DyEQ0 , Xo) ist nichtsingulér, der Betrag der Determinante der Ableitungmatrix aso ungleich Null.

Dann gibt es eine offene Umgebung U 1 R™™ von x, und eine offene Umgebung V1 R™ von'y,
mit U V1 D und esexistiert eine k-fach partiell differenzierbare implizite Funktion fuev.
Sie hat folgende Eigenschaften:

@ Flxy)=00 y=f(x), firalex U undfuraleyi v
Insbesondere: y, = f(x,).

b) D,E(x f(x)+D,E(x f(x)}Df(x)=0 furalexi U
Insbesondere: D f! xo lD FQ(O, )J D FQ(O, )

Angewendet werden kann dieser Satz beispielsweise auf nichtlineare Gleichungssysteme, deren
Variablen in Abhangigkeit einer anderen dargestellt werden sollen.
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Beispidl:

Gegeben ist das folgende nichtlinare Gleichungssystem:
i eoosly)sin(z)+ y? =0
+ 2x mos(yzz)+ sin(y + xz) =0

Geschrieben im Format nach dem Satz (iber impliziten Funktionen:
a Xy, & + 0

Fxy.2) g1( %.2)5_ §e xcos(y) ssin(z) + y?
F(xy.2) 2x>cos(y z)+sm(y+x )ﬂ

Esist F(0,0,0)=0.
Gesucht sind nun y(x) und z(x).

Die Voraussetzungen 1.) bis 3.) sind erfiillt. Esist
abFo_aF, R F1z9

y

PE= gDFzﬂ §F2>< 2y FZZE

e*>cos(y)sin(2) - eosin(ypsin(z)+2y e xcos(y)cos(z) 6
g2><:os(y z)+cos(y+x )>Qx 2x>< sm(y z))><2yz+cos(y+x ) 2x>< sm(y z))xy o

b DF(000)= g cl) (1)3
I}

P D, E(o,o,o):g (1)§
b D, F(000)= g@ (1)2
‘ I}

P D, FOOO g Sg
2}

Aus den Betrégen der jeweiligen Determinanten wird sofort ersichtlich, daf3 nach y(x) und z(x)
sowie nach x(y) und z(y) aufgel6st werden kann. Dagegen ist fur die Auflésung nach x(z) und y(2)
die Anwendung des Satzes Uiber Implizite Funktionen fir die nicht moglich.

8.4.6 Die L agrangesche Multiplikatorregel:

8.4.6.1 Esseien die Funktionen f,g:R" ® R stetig partiell differenzierbar. Ferner liege an der
Stelle x° ein relatives Extremum von f eingeschrénkt auf die Menge {g(T R"|g(x)= O} vor.

Aulerdem gelte ng(o)l 0. Danngibtesein | T R mit Df w):l ngQO).
8.4.6.2 Lagrangesche Funktion L: L(x)= f(x)- 1 >g(x)

0
X
8.4.6.3 Lagrangescher Multiplikator | : | = X”L )
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Beispiel:

Gesucht werden die Scheitelpunkte der Ellipse gegeben durch x* + xy +y* - 3=0.

Formuliert man die Aufgabenstellung gemal3 der Lagrangeschen Multiplikatorregel um, so ergibt
sich f(x,y)=x?+y? (Kreisgleichung) unter der Bedingung, da g(x,y) = x? +xy +y? - 3=0.

Die entsprechende L agrangesche Funktion lautet dann:

DL(x,y)=00 D[f(x,y)- 1 >g(x,y)]=0
ifo-1g,=2x-1 {2x+y)=0
TE-1xg, =2y- 1 {2y+x)=0

Mit | =—2X_ 2x+y10
2x+y

Daraus folgt dann

X=ty
_ _§3y?-3=0
P olxyy) =y +xy +y*-3=
(&3] ty?-3=0
p yu:il
)’34=i\/§

Extremstellen :

@ (1) (348 (Va3

8.5 Fehler- und Ausgleichungsrechnung

Physikalisch ermittelte (gemessene) Zusammenhange und deren entsprechend beschreibende
Funktion stimmen nie genau Uberein. Es bleibt immer eine Differenz zwischen der Folge der gemes-
senen Werte und der eigentlichen Funktion. Man kann diese Funktion den gemessenen Werten

anpassen, indem sie so zwischen die Folge der Mel3werte gelegt wird, dal3 die Summe der Quadrate
der jeweiligen Differenz minimal wird.

Geht man aus von der Funktion
f:R™M®R
(xa,8,,....a,) f(xa,a,,...,a,),
bei der a Parameter sind, die bei einer Vorgabe von k MeRpunkten (x,, Y, ),(X,, Y, )., (%, Vi)
so bestimmt werden sollen, dai? die quadratische Fehler-Funktion F: R"® R definiert durch
k
Fla,...a)=aly- f(x.a,..a)
i=1

in (afaﬁ) ein Minimum hat. Im linearen Fall bestimmt man anhand der Me3punkte die
Ausgleichsgerade f(x,a,b) = ax + b.
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8.5.1 Das Fehlerfortpflanzungsgesetz:

8.5.1.1 Systematische Fehler entstehen durch mefdtechnische Méngel und kdnnen nur durch
Verbesserung der jeweiligen Mel3apparatur minimiert werden.

8.5.1.2 Statistische Fehler sind auf Mef3ungenauigkeit beeintréchtigende V orkommnisse
zurtickzuftihren, wie beispielsweise Ablesefehler, Luftfeuchtigkeit,... Verbessert werden
sie durch haufige Wiederholung derselben Messung.

8.5.2 Arithmetischer Mittelwert, Streuung:

Fur sie gilt:

Arithmetischer Mittelwert: x = lé_ %

(- xf

Qo5

Streuung: s= %

i=1
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9. Integralrechnung

Alle Angaben sind chne Gewh.
Bruno Gnorich, RWTH Aachen

9. Integralrechnung

9.1 Definition der Stammfunktion

9.1.1 Stammfunktion F(x) einer Funktion f(x):

Es gilt Folgendes:
F(x)= of (x)>ax
bzw. F¢x)= f(x)
b

Wenn eine solche Funktion F(x) existiert, so heift f(x) integrierbar und )f (x)>dx das

(bestimmte) Riemann - Integral von f in den Grenzen x; = a (untere Grenze) und X, = b (obere
Grenze).

9.1.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Eineim Intervall [a,b] stetige Funktion f(x) mit der Stammfunktion F(x) schlief3t mit der x-Achse

b
die Flache )f (x)>dx = F(b)- F(a) ein.

9.2 Eigenschaften und Anwendungen von Integralen
9.2.1 Bogenlénge einer Raumkurve K im Intervall [a,b]:

Fur sie gilt allgemein:

1) = G 180 + L5 + 1% =g

£(x)

Der letzte Term gilt auch fur Kurvenim R".

9.2.2 Wichtige Eigenschaften von Riemann-Integralen:

_.,
=
R
g
X
I
.
Q
=
=
Z
g
X

f (x)xdx =0

el Ne 4
o

b

A f () + g(x)]>dx = b‘f (x) xdx + Ep(x)njx

a
b b

¢ *f (x)xdx =g xgyf (x) xdx

a

Q-

c b
f (x)xdx = f (x)xdx+ f (x)>xdx  mitcl [a,b]

f (x) m{ £ l(j‘jf () >dx

2 QOr° =

9.3 Integrationsmethoden

Prinzip: Im Allgemeinen eine Umformung und Ruckfiihung von Integralen auf

Grundintegrale.

9.3.1 Addition der Null:

2 2 _
Beispiel: Gli(xz >dx=(‘le1r_):X2 Lo = 0xdx - éh_%mlx=x- arctanx

9.3.2 Die Ableitung der Funktion tritt im I ntegranden auf:

n+l

nt -1 und rational

1. Beispiel: ¢f " xf &dx = r:
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+1
¢
2. Beispidl: @‘%xjx:ln\f\ fir Intervallemit f 0
sinhx (coshx)’
Oanhx>dx = ¢y X = () xdx = Injcosh ¥ = Incoshx
cosh X cosh x
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9. Integralrechnung s e s e e

9.3.3 Die Substitutionsmethode:

b
Allgemeingilt: ¢ (9(x) xg§x) xdx = Of( ) >y
a ga
1. Beispidl:
. g(x)
x+2)ssin(x? + 4x- 6)>dx—%><@my><dy - 1><r:osy\ ; =- %[cos(- 1)- cosl- 6)]
N Ve
g4x) f(g(x)) g(0)
2. Beispidl:
o flg(x) b
51 °1T 7 1 21 @0
O F—— U= xdx = ¢ xdy = arcsiny|Z = arcsinc—=- arcsin
aVa- X 92 & ao\/l y? y1 nQ op
1- ¢+
e2g
Fe)
9.3.4 Partielle Integration:
b b
Allgemein gilt: - Of xg®ax
4 4 X 4
1. Beispiel: @3 - Ooxdx = (xInx- x) =8Xn2- 3
X
1 1
2. Beispidl:
p 1 p b p
= (‘yosax>cosbx>dx:g>sinax>cosb>{ >y Cp naxosinbxodx
-p P -P
1. P pé 1 P pr U
=sinaxxosbx - —& —>cosax>sinbx| +— G:osax>cosbx>dxu
a p aga oa. b

D |

P
U Igi- bzg: xsmaxx:osb{ - bz
a g p a

Fura,bT N gilt:

|O fallsa® b
fallsa =b
10 falsatb

inax>sin bx>dx ={
?' :p falsa =b

ozosax >XCosbx>dx =

P
(pinax>cosbx>dx =0
-P

Hieraus folgt dann: | = 0.

P
>cosax>sinb>{
-p

9.3.5 Integration rationaler Funktionen (Partialbruchzerlegung):

b
9.3.5.1 Integrale der Form q%xclx mit Grad(P) > Grad(Q) werden mit Hilfe von

Polynomdivision vereinfacht und - wenn kein Rest bleibt - sofort integriert. Andernfalls bendtigt
man die Methode der Partia bruchzerlegung.

b
9.3.5.2 Bel der Betrachtung von Integralen der Form 0(% xdx mit Grad (R) < Grad(Q) kommt

der Fundamentalsatz der Algebrazur Anwendung (s. S. 3; 1.8). Dabei wird Q(x) in Faktoren reeller
Nullstellen und ggf. Polynome der nicht-reellen Nullstellen zerlegt.
><X - Z, )

Q(x)=a, +ax+a,x* +...+a,x" =Cxx- z)qx- z,)x..
. - 2
Nicht-reelle Nullstellen treten als (x- zi)>(x- zj)=(x2 - 2xXRez, +‘Zj‘ )auf

Im weiteren Losungsverlauf werden auch die Vielfachheiten k, der reellen Nullstellen x,, und die
Vielfachheiten |, der nicht-reellen Nullstellen z beriicksichtigt.

Die Partia bruchzerlegung von g ist dann eindeutig bestimmt durch:

B: Ay + A, +.+ A1k1 +
Q x-% (x-xf (x- %)

P S S Moo,

X-%  (x- %) (x- %, )¢

+ A + Av St s +
X- % (x-x)) (x- %)
+ ZBuX"'Cu + Box+Cy, St

X +Db,x+g, (x2+b1x+gl)

Bulx+ C]Jl
(XZ +hyx+ 91)|1

Bx+Cy
2
X" +bx+g,

BIZX + CIZ
(X2 + th+gt)2

Bn‘ X+ Cn‘

' (@ +bxrg)

Es gibt dann die Mdoglichkeit, fur die Loésung einen Koeffizientenvergleich mit der
urspriinglichen Funktion durchzufiihren, indem man beide Seiten der obenstehenden Gleichung mit
Q(X) multipliziert und das dann aus der Gleichheit der Koeffizienten erhaltene lineare
Gleichungssystem nach den unbekannten Koeffizienten aufl6st und integriert.

Eine andere Mdglichkeit ist das , Zuhalte-Verfahren® (Zitat eines Mathematikers) zur
Bestimmung eines Koeffizienten A,,: In Gedanken wird die Gleichung auf beiden Seiten mit
Nenner des Bruchs bei A, erweitert und die Nullstelle x,, des urspriinglichen Integranden eingesetzt.
Fir die Bestimmung der anderen K oeffizienten wird dieses Verfahren wiederholt, unter Umstanden
muf3 man die dann vorliegende Gleichung mit Polynomdivision vereinfachen, bevor man fortféhrt.
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Gewahr.

Alle Angaben sind ohne
Bruno Gnorich, RWTH Aachen

Beispiel:  Gesucht ist das unbestimmte Integral der folgenden Funktion:

f(x)—

x° +3x +5x +8x? +4x+3 _ Ax+B Cx+D

(x2 +1f o{x? + 2x+1) ! (x +1f
x+1

Zuhalte-Verfahren zur Bestimmung von F: Mit (x+1)> multiplizieren und dann x = - 1
einsetzen:

+ E L F
x+1 (x+1)

AX+B+ Cx+D +
x*+1 (x2 +1)2
1
=f -
W Gy
_ X°+3x" +5x° +8x” +4x+3- (x2 +1)2
b 1 Gora)

E

x+1

b

(Losung: F =1)

( Fopomvisiony

XX A +2x+ 2
e ixey

( Zbele-Veraven i € iy

Ax+B + Cx+D
x2+1 (X2 +1)2

XX A +2x+ 2
e xey

Veranfachung und Polynomivison
¢ )

1
X+1

X2 Hx+1

( Kodfizientevergid hliefert A=0, B=1,C=1,D=0)

X 1

+ P
(< +af

" 1
Lésung: f(x)= X+l (x+1)

x2+1

Fur das Integral ergibt sich dann Folgendes:

ML S
x+1 (x+1)

0()>dx O?X—Jr ﬁ 2u><:1x

1

1.1
=arctanx- = x——+Injx+1 -
2 x°+1

Seite 57

9. Integralrechnung

le Angaben i e G
h. RWTH Aachen

9.3.6 Integration rationaler Funktionen von sin und cos:
Zunéchst wird substituiert:

_ .. X0 iy y
=tangc—+ P sinx=2x——
Y €25 +y?

2

cosx =L yz

ty

dx = xd

X Iy y

Danach wird integriert, ggf. mufd noch eine Partial bruchzerlegung durchgefiihrt werden.

9.3.7 Integration rationaler Funktionen von sinh und cosh:

Substitution:
y:tanhge(—g =} sinhszxL2
e2g -
2
coshx=1+y2
1-y
dx = 2 5 xdy
l-y

9.3.8 Integration von Potenzreihen:

Cgéto (a {x- xo)k)ﬁ*“xz éo[dak H{x - xo)k)>dx]:§

k=0

Esgilt:

9.3.9 Rotationskér per:

Fir das Volumen V eines um die x-Achse rotationssymmetrischen Kérpers mit f(x) als Funktion
der Berandung gilt im Intervall [a,b]:

V =p ><C-3[f (X)J? xdx

9.4 Integrale bei Funktionen mehrerer Veranderlicher

9.4.1 Zweidimensionale I ntegrale:
Das Volumen V zwischen der Funktion f(x,y) und der x-y-Ebeneim Bereich x” y® [a,b]" [c,d]

betréagt:
V= @)f (x y)dA= (‘“)f(x y)>dx>xdy = Of % y) >dy >dx
A 2}
Beispidl:

Gesucht ist das VVolumen des Tetraeders, dessen Ecken in (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0) und
(0,0,¢) sind. Die Gleichung der entsprechenden Ebene liefert den gesuchten Inhalt:
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B a,:ﬁ 13 u
x—‘aé . a L'J XO
\ f(x y)>«:l 0é 0O cﬁ-f-— xdygxdx = Q¢ - ==
A x=0@ y=0 e g x=0 ag

e a

a .2
:g‘ _59 xjx:%
2.6 ag 6

9.4.2 Dreidimensionale I ntegrale:
Analog zu zweidimensionalen Integralen gilt:

PSS NANZN

U u
= i) (x v, z)xdx>dyxdz = (POBOf (X y,z )>dzg><dyu>dx
elxy 2] x 8y € a @

Beispiel:  Gesucht ist das Volumen V einer (zentrosymmetrischen) Kugel mit Radius R.

X+ +Z2=RP z= [R2- x2- %

Al srgeen o one v 9. Integralrechnung Al srgeen o one v
Yoo X 9.4.3 Masse m und Schwer punkt eines Korpers:
yzq & Fur segilt;
' xdx -
2y m= &y (x.y.2)>d(x y.2)
[xy2
X = @ped(xy.2)
[xy2
= ayd(xy.2)
[xy2
z= @pdxy.2)
[xy2

9.5 Uneigentliche Integrale
9.5.1 Konver gentes uneigentliches Integral:
1.Bedingung:  Firr allereellen a,b aus dem Definitionsbereich (a,b) [z.B. (- ¥,¥)] der

gegebenen Funktion f ist f integrierbar.
2. Bedingung: Esgibt ein c aus (a,b), so dal3 folgende Integrale existieren:

c y
I, = (I@inj Of >ax I2=Iirg1 of >ax
Es gilt geméaR der obenstehenden Gleichung: o -¥)y Yo x) ¢
e X a 2 32 \2 L‘J c y
EN =Rx ~ G "~ Ojé O>dyU>dx UneigentlichesIntegral: | =1, +1, = lim §f xdx+ lim §f >xdx
8 o 00 E 0 5 H Yoo¥)y Yo¥) e
RE/R"- 9.5.2 Vergleichskriterium fur uneigentliche Integrale:
-6 b 9 gentiche ieg
0 o b b
R§lF 9.5.2.1 Konvergiert ¢p(x)>dx undist | f (x) £ g(x), so konvergiert auch )f (x)xdx
=¢f 0 Ja?- >dyu>dx (Substitution:Rz- X2 :az) L° -
°8 o 9.5.2.2 Divergiert (yg(x)dx, wahrend O£ g(x) £ f(x) ist, so divergiert auch ¢yf (x)>dx
Ré 0 l] a a
= ¢ @’ ¢fin?usdugpax (Substitution : y = a>cosu, dy = - assinu>du)
og ©
g 2 H 9.5.3 Integralkriterium:
R,\ép 2 U N
=(%ZX(R - X o (Resubsiitution) Ist die Funktion f(x): [n,,¥)® R monoton fallend und gilt standig f(x)3 0, so kann man
0
sagen:
_ R®p ¥ ¥
6 Eskonvergiert § f(n), wenn )f (x)xdx konvergiert.
3 n=n,
Das Kugelvolumen betrégt dann V = AR . N
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9.6 Parameterabhangige Integrale

9.6.1 Stetigkeit von Parameterintegralen:
Das folgende Parameterintegral ist im Definitionsbereich von f(x,t) stetig:

y (1)
F(t)= of (x t)>dx
i)

9.6.2 Leibniz-Regel:
Ist im Parameterintegral auch f,(xt) stetig, dann gilt fur die Ableitung F'(t):

F‘(t)=y8ft(x,t)>d><+ fly (ht)y €)- £ ()h1)5 &)

i)

9.7 Integration durch Reihenentwicklung, spezielle nichtelementare
Funktionen

9.7.1 Die Gammafunktion G(x) oder dasEulerschesIntegral zweiter Gattung:
Als Gammafunktion wird folgendes uneigentliche Integral definiert:

¥

Ax)= ¢ttt x>0
0
—lim n* >l

" O len)

k=0
Die Gammafunktion hat folgende Eigenschaften:
G(x+1)=x>C(x)

__p
X)L x)= e

L1o_ (2n)xp
a 2@ ni2"
)=

L etztere Eigenschaft erlaubt die Erweiterung des Begriffs der Fakultét auf beliebige reelle
Zahlen:
p(x)=x=C(x+1)
1 aé. o_ aé. 9 GE;;S 0_ f

zB. x==bp
2 e2g e2ﬂ &g

X:-}D pgalo @19 é \/7
2 2g e 20 &2¢

Seite 61

9.7.2 Eulersche K onstante C:
Siewird definiert as: C=- (Se" Ant xdt = 0,577215665

9.7.3 Integralsinus:

. ¥ 7|7 20
Fur < ¥ gilt Si(x)—Q =20 Q- d=a 2

n=0m

9.7.4 Integralcosinus:

2n
Fir0O<x< ¥ gilt: Ci(x):é%Stnjt:Can- Ql :'OSt >dt—C+Inx+a (zl)x(;)

9.7.5 I ntegralexponentialfunktion:

X \
Fir- ¥ <x<0und0<x< ¥ gilt: Ei(x)=QeT>dt=C+lnM

Ist 0 < x < ¥, so spricht man vom Cauchyschen Hauptwert.

9.7.6 Integrallogar ithmus:

¥
ForO<x<lund 1<x< ¥ gilt: Li(x)= Q——C+In\|nx\+a (In:;) =Ei(Inx)
Ist 1< x< ¥, 50 spricht man vom Cauchyschen Hauptwert.

9.7.7 Gauf¥' sches Fehlerintegral:
. - _ _ i X 2 _ i ¥ (_ 1)n X2
Fur || < ¥ gilt: erf(x)—F(\/Exx)—\/axQe wt—ﬁxnazoin!%zm_l)

Eigenschaften:
limerf (x) =

(5erf(t)>dt = x>erf(x)+%p><(e‘x2 - 1)

derf(x) _. (y_ 2 __»
dx =) (X)_\/a>e
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10. Tensoren, Quadratische Formen

10.0 Allgemeine Grundlagen

10.0.1 Linearitatseigenschaft einer Abbildung:
Gegeben seien V" als ein n-dimensionaler Raum sowie die Abbildung A1 V" ® V".
Aheif3t lineare Abbildung, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

Ala-+b)= Ala)+ Alb) abl v’

All »a)=1 xA(a) ITR, af V"

10.0.2 Eigenwer te und Eigenvektoren:
Allgemeine Definition siehe Kapitel 3.3.

Beispiel:  Gesucht werden die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A:

a3 0 -1%
A=l 4 -1
& 10 35
3-1 0 -1
det(A- 1 xE)=| 1 4-1 -1|=-1%+1012-32 +32=0
-1 0 3-1

1,=2 1,=1,=4
Die Eigenvektoren werden dann nach bekanntem Prinzip berechnet:

0 20 210
Q1:C1>‘(;-1+ ﬂ2:C2x91+ QSZCSXQ0+
€1 €05 €15

Es sel bemerkt, dal die Eigenvektoren einer Matrix eine Orthogonalbasis darstellen, falls die
Matrix symmetrisch ist. Es gilt dann:
V3=V, 'V,

2. Beispiel: Eigenvektoren al's Orthogonalbasis zur folgenden Matrix A
a3 0 -16
A=¢0 0 0
10 35
O det(A- 1E)=-1 {3- 1 )’ +1 =0
Ol1,=01,=2 1,=4

o 89
D\7I1=91? \,/2=ﬁ(;0+ \,/3=\,/1'\,/2:ﬁ 0_
&0 &g &1y

Bei der Aufstellung einer solchen Basisist allerdings darauf zu achten, dal3l ; <1 , <1 zist.

10. Tensoren, Quadratische Formen i aen s e e
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10.1 Tensoren, Koordinatendarstellungen

10.1.1 Geometrischer Tensor:

Als erste Etappe zur Definition allgemeiner Tensoren werden an dieser Stelle Tensoren als
geometrische Objekte eingeflihrt. Gilt beispielsweise fur die Verzerrung f der vier Punkte P, Q, R, S
eines Parallelogramms die Vorschrift

® ® & ® & ® &
fg‘pQ+ PR2= fngQ9+ fg’PRQ
o @ o
® o ® &
ng xPQ2=| xf gf‘DQQ
o [
so spricht man bei f von einem geometrischen Tensor 2. Stufe.

10.1.2 Tensor:
Ist eine allgemeine Abbildung A aus V" linear, so spricht man von einem Tensor 2. Stufe.

10.1.3 Vektor produkt:
Vektor al V2 fest:
a0 80 0 -a a o
.G - TC
Ap)=a'n=ca,+ §,+=¢a, 0 -aog,
8335 &'3% 8‘ a 0 &'
10.1.4 Projektionstensor:
Der Vektor bi V" sei fest. Dann ist die Projektionsabbildung ein Tensor:

Projektionsabbildung:  P(x) = Proj, x = b,

Koordinatendarstellungvon P: P, =P(e )>e, =

10.1.5 Dyadisches Produkt zweier Vektoren:
Die Vektoren u,vl V" seien fest. Dann ist folgende Abbildung D ein Tensor:

D(w) = D,,, (W) = uX{v>w) wi V"
Koordinatendarstellung : d; = D(g—:‘i ) ;=N
&LV, UV, - WY, 9
b D= guz.V1 uzlvz uz'Vn :: u >QlT
gunvl unVZ e unvn é

10.1.6 Spiegelungstensor:
Essd der Vektor ul V" mit [lul=1. Dann stellt S, =1- 2D,,,(x) (siehe oben) eine Spiegelung
an der Ebene E: u>x =0 dar. S, hei3t Spiegelungstensor.
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Die Koordinatendarstellung dieser Spiegelung lautet:

a&@-2u2 uu, - uu, 9

2 .

SU-E-2>u>uT-9 uu,  1-2u; - uu, +
N == ¢ : : ;T
2+

éunul u,u, e 1- 2unﬂ

Esfolgt daraus:

1. §, ist eine symmetrische Matrix.
2. §, ist orthogonal.
3.§istzusichsdlbstinvers: ¥ = E

10.1.7 Drehtensor (Drehung im Raum R3 um eine feste Drehachse):

Essei der Vektor at 01 V?, (Voraussetzung: |lal|=1).

Die Drehung D,(j ) aler Vektoren um den Winkel j gegen den Uhrzeigersinn um eine
Drehachse der Richtung a ist ein Tensor. Es gilt:

ad 0 09 gea1 aa, aa;0 &0 -a a9
D, )=cosj ><g0 1 0i+(1- cosj )Xa,a, a2  a,a,++sinj >«ga3 0 -a-+
g o0 15 faa aa, al g ga a 03

Die Determinante det(D) eines Drehtensors betrégt immer +1.

10.1.8 Eulersche Drehmatrizen:

Die drei Speziafdle der algemeinen Dretensoren ergeben sich durch Einsetzen der drei
Basisvektoren e, e, und e; fir a. Es enstehen dabei Drehtensoren um die drei Achsen des
Koordinatensystems.

a@os; -sinj 08

Drehung um die e;-Achse (z-Achse): E()=D.( )= gsmj cosj 0=

&0 0 15

aeCOSJ 0 sinj
Drehung um die e,-Achse (y-Achse): E (| ) D, (| ) 1 0
8 sinj 0 cosj

Qo

ad 0 0
Drehung um die g;-Achse (x-Achse): E( )= D, (J )= gO cosj - sinj
% sinj cog

PR

10.1.9 Verkettung der Eulerschen Drehmatrizen:
Ist D eine Drehmatrix, dann gibt esdrei Winkel a, b, g, so daf3 Folgendes gilt:

D=E(@)E,(b)Esl(g)

10. Tensoren, Quadratische Formen i e s oms G
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Allgemein ausgedriickt lautet diese Drehmatrix so:
D =E,(a)°E,(b) E(g)

a 0 0 o aecosb 0 sinbg aeosg - sing 09
=go cosa - siha+ ><§ 0 1 0 ;&;sing cosg 0=
§0 sna cosa 5 & sinb 0 cosbyz & O 0 15

a60sg xcosa - sing »sina xcosb - sing xcosa - cosg >sina xcosb  sina >sinb ¢
= ¢cosg >sina - sing >cosa xcosb - sing >sina - cosg xcosa >xcosb - cosa >sinb +
& sing>sinb cosg>sinb cosb 5

10.1.10 Beispiele fur Tensoren in Physik und Technik:
Dielektrischer Tensor, Polarisationstensor, Tragheitstensor, Deformationstensor, Spannungs-
tensor,...

10.1.11 Koordinatendar stellung der Translation von Vektoren:

Es sei der Vektor al V? ein fester Vektor. Dann ist die Abbildung T: x> x- a, x1V3®dne
Translation (kein Tensor). Ist nun T die Koordinatendarstellung eines Tensors in der Basis (g;, €,
e;) und T' die Koordinatendarstellung desselben Tensors in der Basis (e, &), &5), so gilt T=T.
Diesliegt an der Invarianz der Basisvektoren bei Translation.

10.1.12 Orthogonale Transfor mationen:

Es sé P eine orthogonae Transformation des R®. Aus dem Basisvektor § wird damit der
Basisvektor g':
P:lene ) (e e, )

g,'= P,
Das entstehende K oordinatensystem ist wieder orthogonal. Es gilt des weiteren:
P'P=E b P'g'=P'Pg =¢
Wenn det(P) = +1 (d.h. Drehung), dannist (g, &', ;") wieder ein Rechtssystem.

10.1.12.1 Transformationsverhalten eines Vektors:
Der Vektor a beztiglich der urspriinglichen Basis (g,, €,, €;) wird nach der Transformation P zu
a=Pa

3
Ua’'= é a o
i=1
Hierbei ist p; eine Komponente der Transformationmatrix P.

10.1.12.2 Transformationsverhalten von Tensoren:
Ist T ein Tensor mit den Matrixkomponenten ; und P eine orthogonale Transformation des R®
(siehe oben), ergibt sich Folgendes:

Ocy

3
MatrixkomponentevonT": t.'= T( ) é_ a by Puti

1 1=1

MatrixT": T'=P TP = PT STHP

Erzeugt der Basiswechsel nicht-orthogonale Basisvektoren, so werden die Transformations-
formeln ,etwas* komplizierter. ;-)
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10.2 Das Normalformenproblem von Bilinearformen

10.2.1 Hyperflache 2. Grades oder Quadrik:
Man definiert folgende Funktion QQ(): R"—>R:

Q(l():é.éaikxixk"'z)é bx +c aikrbkai R
i=1 k=1 k=L

=x"Ax+2b" x+c

Die hier auftretende Matrix A mufd symmetrisch sein.

®
Die Menge der Punkte P mit OP = x = (x,,X,,...,X,)" , welche die Gleichung Q(x)=0 efiillt,
heit Hyperflache 2. Grades oder eine Quadrik im R".
Beispid:
36%7 - 24%,X, + 29X +96X, - 22X, - 115=0
_a36 -12% b= 12296 ¢

0 €10 207 2708 o 7O

10.2.2 Mittelpunkt einer Quadrik:
Betrachtet man die Trandation x = x' + p der Quadrik um p, so gilt:

Qlx+p)=x™ Ax+2{p" A+b" k+Q(p)
Ist nun die Gleichung Ap = - b 18sbar, so besitzt Q(x) ein Zentrum, fir das gilt:

z= p\AE=-D}M; {m}

m hei3 Mittel punkt der Quadrik.

10.2.3 Normalform einer Quadrik:
Mit Hilfe geeigneter Koordinatentransformationen &3t sich jede Quadrik auf eine der beiden
folgenden Normalformen bringen:

LFal:  Z1/E |,y +l,y2+...+1,y?+g=0
mit  r =Rang(A),
15,05, Eigenwerte von A, die ungleich Null sind.

2.Fal:  Z=/ |y +lL,y i+ 4]y +2gxy, =0
mit  r =Rang(A) <n,
g>0,
TR0} fori=1,..,r

10. Tensoren, Quadratische Formen i aen s e e
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10.2.4 Allgemeine Vor gehensweise bei der Klassifikation von Quadriken:
10.2.4.1 Umformungen zu Q(x):
Gegeben:

Q(x)=x"Ax+2b"x+c

Umformungen:
Q(x+m) = x" Ax + 2(Am+ x)" x + Q(m)
Q(m)=b"m+c
a O 09
prap=60 I 0+

0 IAnb

Q(Px+m)=x"P"APx+2(Am+b)" Px+Q(m)

10.2.4.2 Vorgehensweise:
1. Fall: Am=-Dbist|6sbar. Esliegt eine Zentrumsquadrik vor.

1) Bestimmen von m und Q(m).
2) Bestimmen der Eigenwerte und Eigenvektoren von A. (u.U. Bestimmung des Typs)
3) Bestimmen der Drehmatrix P aus den Eigenvektoren von A.
4)  Setzedieneuen Koordinaten: u=P"(x- m)0 x=Pu+m
0 ¢

Daraus folgt QQ():ng R —EQ*‘Q(E‘)
€0 - g

5)  Normaform (im R®): |, xu +1,uZ +1 ,x +g =0
Typ: sieheTabellel
Lage: Koordinatentransformation: u = P" (g(- m)

I [ 11| g |Typ

+ + | + - | Ellipsoid

+ |+ | - + | zweischaliges Hyperboloid
+ + | - - | einschaliges Hyperboloid
+ + - 0 |Kegel mit Spitzeinm

+ + 0 | - |eliptischer Zylinder

+ - 0 + | hyperbolischer Zylinder
+ | + | 0] 0 |1Gerade

+ | - 0 | 0 |2 Ebenen mit Schnitt

+ 0 0 | - |2pardleleEbenen

+ 0 0 | 0 |Doppelebene

Tabelle 1: Klassifikation von Zentrumsquadriken
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2. Fall: Am=-hist nicht |6shar. Esliegt keine Zentrumsquadrik vor.
Esfolgt daraus, daf? 0 ein Eigenwert von A ist, denn det(A) = det(A- 0E) =0
1) Bestimmen der Eigenwerte von A.
2) Bestimmen der Eigenvektorenv,, ..., v, zudenl ;1 0
3) Bestimmen der Eigenvektoren v, zuden| .y, ...,| ., =0 mitn; * b
4. Bestimmen von v,
5) Quadratische Erganzung

6.)  Normaform (im R®): | ,u? +1,uZ +2qu, =0
Typ: siehe Tabelle 2

I, [ I, | 1s] g |Typ

+ | + 0 | + |eliptischesParaboloid

+ | - 0 | + |hyperbolisches Paraboloid
+ | 0| 0| + |parabolischer Zylinder

Tabelle 2: Klassifikation von Quadriken mit leerem Zentrum

10.2.4.3 Darstellung:
Die folgenden Abbildungen zeigen nur die ersten sechs Typen von Zentrumsguadriken aus der
Tabelle 1 und die Typen von Quadriken mit leerem Zentrum aus der Tabelle 2.

Abbildung 9: Ellipsoid Abbildung 10: Zweischaliges Hyperboloid
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Abbildung 11: Einschaliges Hyperboloid Abbildung 12: Kegel mit Spitzein m

Abbildung 13: Elliptischer Zylinder Abbildung 14: Hyperbolischer Zylinder

Abbildung 16: Hyper bolisches Paraboloid

Abbildung 15: Elliptisches Paraboloid

Abbildung 17: Parabolischer Zylinder
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11. Krummlinige Koordinaten, Transformationsformel b sl yend

Beispiel: Gesucht wird die Normalform der folgenden Quadrik.

X2 +2xy+y?- x+y+4=0
16 16
A:é g lﬁ):la g c=4
g1 " 2813

Die Eigenwerte, die normierten Eigenvektoren und der Rang von A ergeben sich zu:

1,=2,1,=0pP r=1
b Eigenvektoren:
l(l:ieég X iéelg
&5 V2& 15

Normierte Matrix P:

el 106
97 = -
P:g*ﬁ ﬁ—, det(P) =1
¢l 1+
&2 V25
Die Gleichung x" Ax+2b" x+4 =0 wird mit x = Pu zu
el 106
Te = ~ —T7—=
16 ¢ '
a2 + 2210 (2 *E+?'19+4:0
281561 1 fu,
&2 V25

O 2u?+/2>u,+4=0

und nach Resubstitution y, =u,, Yy, =U, + /8 ergibt sich die gesuchte Normalform der Quadrik
27U 2xy2 ++/2 %y, = 0, was eine Parabel ist.

11. Krummlinige Koordinaten, Transformationsformel

11.1 Krummlinige Koordinaten, Jacobideterminante

11.1.1 Krummlinige K oor dinaten:
Gegeben seien drei Eckpunkte eines zu den Koordinatenachsen parallelen Rechtecks im R?2
durch deren Ortvektoren:

Xo» —x0+D>q>g o X, = X, + Dx, xg %

Die Verzerrung des Rechtecks mit dem Flacheninhalt F, —\Dx1 ><sz\ in ein Parallelogramm,
dargestellt durch die neuen Eckpunkte
o) oo 100),
mit der Funktion f ergibt fur den Grenzwert der Verhdtnisse zwischen dem urspriinglichen
Flacheninhalt F, und dem neuen Fl&cheninhalt F, Folgendes:

- F
i = = (o1 o)

Diese Flachenverzerrung im zweidimensionalen Raum [&/} sich analog Ubertragen auf Gebilde
imR’. Dort stellt sie die Volumenverzerrung im dreidimensionalen Raum dar.

11.1.1.1 Wird bei solchen Verzerrungen kein begrenztes Objekt betrachtet, sondern eine offene
Menge U in eine offene Menge V verzerrt, so spricht man bei f von der Koordinatentransformation
von U auf V.

11.1.1.2 Zur Umkehrung einer solchen Koordinatentransformation |8 sich unter der
Voraussetzung, daR® x1 U und y = f (), Folgendes sagen:

det(D1(y) - E(le—t))

11.1.2 Jacobideter minante:
In diesem Zusammenhang wird der Begriff der Funktional deter minante oder Jacobideter minante

eingefhrt.
3, (x) = det(D f (x)

11.2 Transformationsformeln

11.2.1 Polarkoordinaten:
K oordinatentransformation:

f:afrg'_)aﬁcoq oo, (r.j )
- g &rsinj g gf (r
.1, X0 QX +y20 9 A0
gyg (éarctan— gf Y)g %E,
Jacobideterminante von f:
det(Di(r,j ))=rcos?j +rsin’j =r
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11.2.2 Zylinderkoor dinaten:
K oordinatentransformation:

a0 aecos § o, (rj . 2)o axo
. ¢ ¢
fi g +>crsnj +—9f( )+—(s;yT
&z5 & z 5 &t(ri .2 &z
w0 QXYY i (iy2)o o
§1- ¢ T ¢ y ¢ ¢ -
£ gyso ¢ arctan’ —gf (xy.2):=§ +
- X -
&2y £ z : gh(xy.25 825
a
Jacobideterminante von f:
det(Di(r,j ,z))=1>(rcoszj +rsin?j )=
11.2.3 Kugelkoor dinaten:
K oordinatentransformation:
&0 aecos sinqo aef, (r j ,q)9 89(9
f: g socrsinj Sinq;=gfz(r,1 Q)= ¢y=
G5 & roosy 5 (i) 25
& o)
s [Cryie L .
o © y* + o (% y,2)6 @0
f.l,QT [+ y =+_¢ T_G T
£ gz g arctans Z=¢h,(x, y.z)T—gJ +
&z ¢ et &xy2s &
§arctan a +y ;ﬂ

Hierbei liegt der Winkel j zwischen der x-Achse und dem in die x-y-Ebene projizierten
Ortsvektor des Punktes. Der Winkel g liegt zwischen der z-Achse und dem Ortsvektor des Punktes.

Jacobideterminante von f:
det(Di(r,j ,q))= rZsing ><(coszq +sin2q)= rZsing

11.2.4 Laplace-Operator D:
Fr eine zweifach differenzierbare Funktion g: (x,y,z)— g(x,v,z) von R3auf R |4t sich der

sog. Laplace-Operator D definieren: Dg=g,, +9,, +0,

11.2.5 Transformationsfor mel:
Bel Koordinatentransformationen F : U >V zwischen offenen, nichtleeren Mengen U und V,
mit meRbarem U und stetigem g: V - R gilt die Transformationsformel.

O--09(x)ebe, - dx, = ¢)..¢p(F (u))4det(DF (u))>clu, - du,
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Beispiel: Gesucht wird das neue VVolumen Vol (B) eines Parallelepipeds B, das durch eine affin-
lineare Abbildung u=Ax+b eines Einheitswirfels W entstanden ist.

AusF :u> x=A'u- A'h, det(DF (u))= detl(A) und der Transformationsformel
=Vol(B)

< s 1

O--(Frdx, - dx, = ¢..(J1det(DF (u)) >du, ---du, mo..o«dulmdun folgt dann:

w B

=Vol (W)=1

Vol(B) =|det(A)
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12. Gewohnliche Differentialgleichungen
12.1 Bezeichnungen, Richtungsfeld

12.1.1 Gewohnliche Differentialgleichung:
F sai eine Funktion der Form F : R™2 —» R, n1 N. Dann heifX

Fly(x) v ()= 0

gewohnliche Differentialgleichung.

12.1.2 Richtungsfeld, Isokline:

Wenn durch den Punkt M die Lésungskurve y=f (x) der Differentialgleichung y(= f (x, y) geht,
so kann die Richtung der Tangente in diesem Punkt unmittelbar ermittelt werden. Damit definiert
die Differentialgleichung in jedem Punkt eine Richtung der Tangente an eine Losungskurve. Die
Gesamtheit dieser Richtungen bildet das Richtungsfeld. Verbindungsinien von Punkten gleicher
Richtung der Tangente heif3en | soklinen.

12.1.3 Ldsungen:

Die Lésungen von gewohnlichen Differentialgleichung mit einer Anfangsbedingung setzen sich
in der Regel aus der Summe von mindestens zwel Einzellésungen zusammen. Die Losung einer
allgemeinen Differentialgleichung ist dann die Summe der homogenen L&éung und der
inhomogenen oder partikuléren Ldsung.

Erhé@lt man aus einer Differentialgleichung eine Losungsmenge, so ist jede Linearkombination
von Einzelldsungen wieder eine Losung. Dies ist mit dem Faktorsatz und der Summenregel aus der
Differentialrechnung erklérbar (s. Kapitel 6.1).

12.1.4 Anfangswertproblem (AWP):
Als Anfangswertproblem bezeichnet man eine Differentialgleichung zusammen mit ihren
zugehdrigen Anfangsbedingungen.

12.1.5 Satz von Picard-L indel 6f:

Essei ein Anfangswertproblem y<= f (x,y), Yo = y(x) gegeben. Ferner sei ein Rechteck
={(x y)x- x|£a | £ b}

gegeben, auf dem die Funktion f(x,y) stetig und partiell nach y differenzierbar sei.

Eine Zahl esel durch e = m|n| a, # bestimmt.
max{f (x v

Es gibt dann im Abstand e von x, genau eine Ldsung zum gegebenen Anfangswertproblem.
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12.2 Differentialgleichungen erster Ordnung

12.2.1 Form, Anfangsbedingung:

Differentialgleichungen erster Ordnung besitzen die Form  y(x) = A(x)+ B(x)> y(x) .

Es seien hier A(X) und B(x) im Intervall [a,b] stetig. Des weiteren sollen ein x aus dem
gegebenen Intervall und ein (reelles) y, existieren, die die Anfangsbedingung y(X)=Y. bilden.

12.2.2 Homogene Differ entialgleichung:
Ist A()=0, also y{(x)=B(x)>y(x), so hat diese als homogen bezeichnete Differentialgleichung
genau eine Losung der allgemeinen Form
5 B(t)dt
yi(x) = yoe®
Diese Losungsfunktion ist immer positiv.

12.2.3 Inhomogene Differentialgleichung:
Differentialgleichungen erster Ordnung in der allgemeinen Form und algemeinen Anfangs-
bedingungen (s.0., 12.2.1) haben die partikul:'a‘re Losung in der Form

v.00= & A B ity )= %0

l))'1() ' Yo

12.2.4 Allgemeine L 6sung:

) ! i x At
Die allgemeine Losung lautet: y(x)=y, +y, = ey0 + Q (()) dtuxe% Blt)a

12.2.5 Trennung der Variablen:

Ein wichtiges Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen erster Ordnung ist das der
Trennung der Variablen. Dabei wird die Differentialgleichung auf eine Form gebracht, bei der die
Variablen x und y nur noch in voneinander getrennten Termen auftreten. Die entstehende Glei chung
kann dann sofort integriert werden.

M (x)sN(y)>dx + P(x)>Q(y)>dy = 0

’ M (%) g+ QL)

U xdy =0
F()X) (())

~ M (x

U o7y adx 0—>dy=C
P(x) N(y)

Beispiel:

x>dy +y»dx =0

~o 1 N e~

U %Xdy+®><dx—C—lnc
0] XXy =c¢
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12.3 Bernoulli’'sche Differentialgleichungen

12.3.1 Form:
Bernoulli’ sche Differential gleichungen haben die Form

ydx)= Al)xy()+ BO){y(xF  al R\{H} y(x)® 0.

12.3.2 Lésungsansatz:
Ziel dieses Ansatzes ist die Rickfiihrung der Differentialgleichung auf eine Differential-

gleichung erster Ordnung. Eswird zunchst durch durch [y(x)f geteilt.
y&)A{y(x)]* = Al){y(x]]* +B(x)
Danach wird die neue Variable z(x) = [y(x)["* eingefuhrt.
Deren Ableitung lautet zt(x) = (1- a)><[y(x)]'a xyf(x) Es ergibt sich daraus eine Differential-

leichung erster Ordnung fir z(x):
z(x)= - a )  A(x)>z(x)+ (1- a)>B(x)
Diese DGL 18 sich mit dem in Kapitel 12.2 beschriebenen Verfahren 16sen. Anschlief3end wird

mit y(x)= [z(x)]% resubstituiert.

Beispiel: Gesucht wird die allgemeine L6sung der folgenden Differentialgleichung.
yt= ixy +xy

Da:% P z=.y

z¢=§+5
X 2

.. .2
b z=xz>€ilnx+cg b y=x“>€ilnx+cg
e2 %) e2 o
12.4 Differentialgleichungen n-ter Ordnung und Systeme erster Ordnung

12.4.1 Form von Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung:

= b9, 00)

I
K omponentenschreibweise: Y2 = fa(x yl'(x), o Ya(x)
: .
Vektorschreibweise: y'(%)=f(xy)
Anfangswertproblem: X((X) =f (x, X)'

12.4.2 Form von Differentialgleichungen n-ter Ordnung:
Differentialgleichungen n-ter Ordnung werden geschrieben in der Form

y(n) = f(X, y’ yﬂ;7 y(n-l)).

12.4.3 L 6sungsansatz:
Eswird eine Substitution durchgefuihrt.

YiRY
y,Ry¢

Yo 2y"?
y2y™ by =ye=f(xy,ye..,y"?)

Daraus folgen das neue System von Differentialgleichungen und die neuen Anfangsbedingungen.

..( " N
wf pop v
GYo+ Qyn— (o} Ys +
¢ ~=C =C +
¢G.~ ¢ .~ ¢ -
Q:i Q:i ¢ Yn :
g &85 &F(% Vi Va)a

833’0 9 gyoaé

y =¢ Y8 <_ Yoot

2076 ¢ TTG T

éygn- 1) a §YD,n p

12.4.4 Allgemeine L 6sung:
Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung der Form y(") =f (x, y,y¢..., y(”‘l)) enthalt
n unabhangige willkurliche Konstanten.
y=y(xC,....C,)

Das gleiche gilt fur die allgemeine L&sung von Systemen von n Differentialgleichungen.

v, =R(xC,,. C)
RRLACTNRY
! :

fy, = Fn(x,Cl,..‘,Cn)

Das Losungsprinzip beruht darauf, daf3 versucht wird, die Ordnung mittels Substitution der
Variablen zu verringern, um einfachere Differentialgleichungen zu erhaten. Das Auffinden
passender Substitutionen wird erleichtert durch die Unterscheidung verschiedener Félle:

1. Die unabhangige Variable x ist nicht explizit in der Differentialgleichung enthalten.
d - d? d

l =p U g/ = prp .

dx dx dy

Damit wird die Ordnung von n auf (n- 1) verringert.

Die Substitution lautet dann
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2. Die abhéngige Variable y ist nicht explizit in der Differentialgleichung enthalten.
Die Substitution lautet y®) = p fir die k-te als niedrigste in der Differentialgleichung
vorkommende Ableitung von y. Die Ordnung der DGL wird damit um eins verringert.
3. Die Differentidgleichung f(x,y,y¢y®...,y")=0 ist eine homogene Funktion® in
Y. yey&...,y".
( Cyeix
Die Substitution lautet z= ly , dh y=e%*.

Die Ordnung wird um eins verringert.

4. Die Differentialgleichung ist eine Funktion nur von x.
Die allgemeine L dsung lautet dann folgendermalien:
y=C, +C,x+Cox? +...+C x"  +y (x)
mit y ()= & of (<)) = ﬁxQ FE)(x- t)" 2t

1
ud  C, = WXY(XD)

k-1

Hilfreich kann bei der Lésung solcher Differentia gleichungen auch die folgende Beziehung sein:

%*(y*f f = yeye

12.5 Lineare Differentialgleichungs-Systeme erster Ordnung

Mit Ausnahme der Unterpunkte 12.5.1 bis 12.5.3 sollen nur DGL-Systeme mit konstanten
Matrizen behandelt werden.

12.5.1 Lineares Differentialgleichungs-System erster Ordnung:
Es hat die folgende Form:

¥ = Ax)xy+
& 0 &1 0 a8y, (X) a, (X)Q
R e :
mt f=¢i: y=¢i+ und Alx)=¢ +
&fuo &0 g, (x) - a,(x)g

Istf© 0, so heifét das System homogen, sonst inhomogen.
Ist A eine konstante Matrix, so spricht man von einem System mit konstanten Koeffizienten.

12.5.1.1 L ésbarkeit:
Sind die Elemente ai(x) der Matrix und die Funktion f stetig in einem gegebenen Intervall, so hat
das DGL-System genau eine Losung in diesem Intervall.

! Eine Funktion heift homogen mit dem Homogenitétsgrad m, wenn sie die folgende Bedingung fir beliebige| erfillt:
£ %o %) =1 ™ (%, %, )

12.5.1.2 Linearkombinationen von L&sungen eines homogenen linearen DGL-Systems:
Sind vi,...,.y« L&sungen eines homogenen linearen DGL-Systems, dann ist auch jede beliebige
Linearkombination  y=c>y +...+¢oy,  mit Choo G I R von Losungen wieder

eine neue Losung.

12.5.2 Lineare Abhangigkeit, lineare Unabhéangigkeit von L dsungen:
Die Funktionen yi,...,y« nennt man auf einem Intervall linear unabhangig, falls fur ale x aus
diesem Intervall aus a,y (x)+...+a, 0y (X)=0 a,=..=a, =0 folgt.

Andernfalls heil}en yi,...,y« linear abhangig.

12.5.3 Anzahl linear unabhéngiger L dsungen:
Ist die Matrix A(x)] R"" R" stetig in einem Intervall fir x, dann hat das System y* = A(x)xy
genau n linear unabhangige Losungen in diesem Intervall.

12.5.4 Fundamentalsystem (FS), Fundamentalmatrix, Ubertragungsmatrix:

12.5.4.1 Fundamental system:
Ein System y,,...,y» linear unabhéngiger L dsungen von X( = Axy heil3t Fundamentalsystem.

12.5.4.2 Fundamentalmatrix:
Als Fundamentalmatrix bezeichnet man die Matrix Y (x) = (y,.....y ).
Die reell gewdhlte Fundamentalmatrix ermoglicht spéter die direkte Berechnung eines
homogenen Lésungsanteils: y _(x)=Y(x)>c ~ mit ¢l C"
Eigenschaften der Fundamental matrix:
1. Y(x)= A>Y(x)
2. ¢=Y(0) "%,
12.5.4.3 Ubertragungsmatrix oder normierte Matrix:
Die (stets reelle) Ubertragungsmatrix lautet:  Y(x) =Y(x)»v(0)*
Homogener Lésungsanteil des DGL-Systems, berechnet mit der Ubertragungsmatrix:
y,, (X)=Y(x), mit x,7 R"
Eigenschaften der Ubertragungsmatrix:

2.Y(0)=E
3 YA(X1+X2)=YA(X1)XYA(X2)
4.Y(- x)=Y(x)*

12.5.5 Wronski-Deter minante eines homogenen linearen DGL -Systems:
Haben die Losungen y;,...,y» die Dimension n, so wird
W (xJedet(y,. ¥, Y, )
Wronski-Determinante genannt.
Ist die Wronski-Determinante W(x)* O fir alle x, so bilden die Lésungen yi,....y» €n
Fundamental-system. Fir lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung wird die Wronski-
Determinante etwas anders definiert.
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12.5.6 L 6sungsver fahren fur lineare Differ entialgleichungs-Systeme erster Ordnung:
Die algemeine Losung setzt sich zusammen aus einem homogenen Ldsungsanteil und einem
partikuldren Lésungsanteil.

Y=Y+,

12.5.6.1 Bestimmung des homogenen L dsungsanteils:

1. Schritt: Die homogenen linearen DGL-Systeme y(=AXX werden mit Hilfe der

Eigenvektoren und der Eigenwerte der Matrix A geldst. Aus der Charakteristischen Gleichung

a11'| &, 3,
Sl
det(A- 1 E)= afl a”: N a2 =0
ay a, ann'I

erhédlt man ein vollstéandiges System von (komplexen) Wurzeln | 4, | o, ..., | . (Eigenwerte von A).
2. Schritt: Danach sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. Fall: Verschiedene Wurzeln | ;
Mit der Gleichung
(A-1E)n=0
erhélt man fir jede der Wurzeln | | je einen L&sungsvektor ni, der nicht normiert werden muf3.
Das (komplexe) Fundamental system ergibt sich dann zu Folgendem:
N — | X
: P ”el
1y, =n,x
FS: }Xz -
i
by, =n, e
Tritt in dem vollstdndigen System der Wurzeln eine komplexe Wurzel auf (zB. |, =a +i:b ),
dann kommt in dem System auch die konjugiert-komplexeWurzel 1 , =1 1=a - i xb vor.

Daraus folgt dann, daf3 auch die zugehdrigen L sungsvektoren konjugiert-komplex sind.
;/1:X2 0 n, )ellx =n, )elzx

Diese beiden komplexen Lésungen konnen durch zwei reelle Ldsungsvektoren ersetzt werden.
Sie lauten folgendermalien:

7 =Rely )= 2 ; Y,

Die beiden Vektoren entsprechen dem Real - bzw. dem Imaginarteil von y..
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Beispiel: Gesucht wird die allgemeine L6sung des folgenden DGL-Systems.

¢c_eel 10
= ;X
E2 -1
A
A
.- 1
=12+41=0 0 |, =#i
-2 -1-1
- 1
(A-1,E)n,=0  bzw. (A-1,E)n,=0 O 71—6‘:“% wd o, =g
1 ¢ 1
P Xlzaa]j'g " und Xz:ae g )
- i g -l-lﬂ
& Ccosx ~ ® sinx 0
>} =Rely |= = und =Imly )= =
Y, (Xl) é COSX- SN Xg £ (Xl) é Sin X+ COoS X g

cos X sinx

- COSX- SiNX- SiN X+ COSX

& CosX 0 & sinx o)
p y(x)=C, . =+C, . =
= - COSX- SiNXg - SiNX+COSXg

2. Fall: MehrfacheWurzeln |
DieWurzel | ; trete r-mal auf. Die Losungen, die der r-fachen Wurzel | i im Fundamentalsystem
entsprechen, erhdlt man mit dem Ansatz
y, = @D FUX+..+ g,_lx"l)xe"* .

Das auftretende Polynom ist vom Grad r- 1. Die Vektoren u; sind unbestimmt. Setzt man nuny, in
das DGL-System ein, so entsteht ein lineares Gleichungssystem fur die Vektorkoordinaten, von
denen r entsprechend der Vielfachheiten der Wurzel | ; beliebig wahlbar sind.

Beispiel: Gesucht wird die allgemeine Lsung des folgenden DGL-Systems.
® 1 00
¢-% o0 1ixy

y

0 -1 25
S

A
PlA-1E=-1 4 -1°=0 b 1,=01,,=1

&, 0
Der einfachen Wurzel | . = 0 entspricht der Losungsansatz: y, = gcz .
&
2.0
Einsetzen in das DGL-System ergibt y =¢0- .
&0%
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Die Vidfachheit der Wurzel | ,; ist zwei, der zu benutzende Ansatz lautet dann:

6 oo 0
IR
Y., gga2-+gb XX+ ><e

e8a3 1] 8b3 2 @

Einsetzen in das DGL-System und Aufl6sen des linearen Gleichungssystems fuhrt auf:
ab, 0 aéo a8, 0 80 ae 16

gb +—b ><91_ b gaz;—azgl +b, ><g0_

&by &y gy &y &l

Die Fundamentalldsungen zu | .; = 1 lauten dann:

aéo e 1+x9
LW=aoe, oy =g x e
&y gl+x g
Sie bilden zusammen mit y: ein Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung lautet:
ado aéo ae 1+ X0

X

y(x)= C><g0+C><gl->e+C><g X e

&5 &y gl+x
Im allgemeinen Fall, d.h. unabhéngig von der Vielfachheit der Eigenwerte der Matrix A ist das
folgende L 6sungsprinzip anwendbar. Esist dem hier schon beschriebenen Verfahren quivalent.

Lésungsprinzip unter Verwendung der Ubertragungsmatrix:

Nach der Bestimmung der Ubertragungsmatrix aus dem Fundamental system gemaR der Formel
Y(x)=Y(x)%(0)*
ergibt sich die homogene, reelle Losung des vorgegebenen Anfangswertproblems zu Folgendem:
Y, (=Y, mit x,T R

Mehr zu den Eigenschaften der Ubertragungsmatrix befindet sich unter Punkt 12.5.4.3 .

12.5.6.2 Bestimmung des partikularen L dsungsanteils:

1. Schritt: Fir das Storglied f(x) des DGL-Systems X( = Axy+ l(x) wird folgender Ansatz
gemacht:
f(x)=¢> >@1(x) xcos(Wxx) - gz(x) >Gin(Wxx)J

Die Zahlen b und Wmussen reell sein, m=b +i W darf kein Eigenwert von A sein.
G:(X) und gx(x) sind reelle Vektorpolynome.
Ist mein Eigenwert, so wird im 3. Schritt eine kleine Anderung vorgenommen.

2. Schritt: Man bildgt dann die sogenannte komplexe Storfunktion:
fx)=akx)e™  mit qg(x)=g,(x)+ixq,(x)

3. Schritt: Der nachste Ansatz lautet:
gp(x) = E(x)xe"X mit  grad (E): grad @)
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Falls mein Eigenwert ist, so wird dieser Ansatz gemacht:

(x)= E(x)me”X mit  grad (E): grad (9)+ 2

<1
o

Dies erzeugt zwar spéter ein Gleichungssystem hoherer Ordnung, sonst mifdte aber eine
Fallunterscheidung fir die Funktionswerte von mim charakteristischen Polynom vorgenommen
werden, die etwas mehr Zeit beansprucht.

4. Schritt: Dieser Ansatz fur die partikulére Lésung wird in das DGL-System eingesetzt.
AT (x)+ f N(x) = ’y‘P‘( )= me™ xp(x) + €™ xp(x)
) p¢(x (A- mxE)xp(x)

Die letzte Gleichung lassen sich die Koeffizienten von p(x) ermitteln.
Damit erhalt man die partikulare Lésung ¥, (x)= p(x)=e™ .

Beispiel: Gesucht ist eine partikulére Losung des folgenden DGL-Systems.

- 20 ot
gz 05 glz
Nach dem ersten Ansatz folgt:
b =-1i
W= 0:
:l: m=-1 1] .6
2940 v P =Y P % ()= plper =g e
q, t'§1 Dqtza@-g:. - &g
o §15

Sz(t):Q b

Im néchsten Schritt wird nun dieser Losungsansatz in das DGL-System eingesetzt und die
unbekannten K oeffizienten ermittelt.
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Lésungsprinzip unter Verwendung der Ubertragungsmatrix:

Auch die partikuldre Losung 183t sich mit Hilfe der Ubertragungsmatrix ermitteln. Sie lautet
dlgemein:

¥, (x) = Y(x)xe(x)
mit g(x)= 6\?( S)XL(S)KZ‘S

Zur Berechnung des Vektors ¢(x) sind in der Regel etwas ausgefallenere Integrale zu [Gsen.

Beispiel: Gesucht wird eine partikulére Losung zum folgenden DGL-System, dessen Ubertra-

gungsmatrix bereits bestimmt wurde.
20 10 asinto - a&cost  sinto
X(t) = = = Y(t)= =
() g 1 OEXX(t)Jrge" p ) g sint costgy

Nach der obenstehenden Formel ergibt sich dann:

in s&cos|- s)  sin(- )¢ asinsg
o) = §(6)<1 (opas = 6 %) 200 IO
_ {2€0Ss - sinsg asinsg _ 1880SS>8iNsS- e‘5>sin59
sns cossg et g - O% sn’s+ecxcoss 4

& %xsinzwéxe" «{sint +cost)

6
gi ot - sint ><:ost)+1 e’ - cost + sint)g

2 2 [}
Die partikulére L6sung lautet:

x(0)=V)el)=2F & TS 2

2 & sint- e' +txcosty
12.5.7 Allgemeine L 6sung eines gegebenen Anfangswertproblems:

Fal3t man alle bis hierher gewonnenen Erkenntnisse zusammen, so ergibt sich folgende Formel:
X(X) = Y(x)>@ + Y(x)(‘)X Y(e)XL(e)Xde

Ausgedriickt mit der Ubertragungmatrix:
y(X)=Y(x- x,)xy, + 6\?(x- e)xf (e)xde

12.6 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

12.6.1 Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung:
Unter einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung versteht man eine Differentialgleichung
der Form

YW+ a,, () a,, () <y L+ (x)xyer ag () xy = £ (x) -

Diese heif3t homogen, fallsf(x) = 0 ist, sie hei3t inhomogen, fallsf(x) * Oist.
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12.6.1.1 L 6sbarkeit:
Sind die Koeffizienten a(x) und f(x) stetig in einem gegebenen Intervall, so hat fir ein X, aus
diesem Intervall das Anfangswertproblem

yW +a (x)xy ™D+ ey (x)xy = f(x)

Y(Xo) =%
y((xo) =Y,
y(n- 1) (XO ) = yn

mit reellen yi. genau eine Lésung im gegebenen Intervall.

Im Folgenden sollen nur Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten betrachtet
werden.

12.5.1.2 Linearkombinationen von Lésungen einer linearen DGL n-ter Ordnung:
Sind y;,...,yk Losungen einer homogenen linearen DGL n-ter Ordnung, dann ist auch jede beliebige
Linearkombination y=cpy, +...+C >y, mit  ¢,...,c, 1 R von Lésungen wieder eine
neue LAsung.

12.6.2 Umformung in DGL-System erster Ordnung:
Es werden Substitutionen durchgefiihrt:

( " .
nEy oo ey o 2010 0 %y o200
y2=y¢.:. ¢ ¥t + ¢ O 1 0 e y¢+(;of

yb ¢ i +=%: : : e 1 o=+ G 1T
: T G - ¢ :9 : + ¢ : :
: i : 2¢O 0 0 1 - RN
Yo = y(n-l)b gy(n-l)b g' q -& -a - - an-la gy("‘l)"a gf(x)a
=A
(n' n)— Matrix
12.6.3 Fundamentalsystem:
Die Darstellung des Fundamental systems von L ésungen sieht folgendermal3en aus:
&y, 0 &y, 0
¢ zl : ¢ ys =
v(=¢ 7 Ly, (=g T T
YEF YEH

12.6.4 Aufstellen eines Fundamentalsystems:
Gegeben ist die homogene lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten K oeffizienten:
yW +a,, xyt Y e, xy D+ v e xyeha, xy =0
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Man erhdt ein Fundamental system, wenn man zu jeder r-fachen Nullstelle| . die r, Lésungen
elkx’ X’elkx,..., Xr-l )elkx
und zu jedem Paar konjugiert-komplexer Nullstellen |, H (r-fach) die 2r Lésungen

e xcoslt  x), ... , X1 e xcosft | X)
eosin(t ), ..., X e oan, x) mit s, =Re(l )
und t, =Im(l,)
zusammenfal3t.

12.6.5 Fundamentalmatrix, Ubertragungsmatrix:
Sie wird ebenso aufgestellt wie bei normalen DGL-Systemen:

g)ﬁ Y1 Yn 9

¢ -
O S
§yrd g Ly

Sie besitzt alle bereits bei DGL-Systemen beschriebenen Eigenschaften (s. Punkt 12.5.4.3).
Das Aufstellen der Ubertragungsmatrix erfolgt entsprechend.

12.6.6 Wronski-Deter minante:
Analog zu DGL-Systemen lautet sie:

Y1 Y1 Yn
¢
wg= % F T OF

y i) yid

Ist der Betrag der Wronski-Determinante nicht null, so bilden die Spaltenvektoren ein
Fundamental system zur gegebenen Differentialgleichung.

12.6.7 Allgemeines L sungsver fahr en:

12.6.7.1 Charakteristisches Polynom:
Zur Differentiagleichung y™ +a, , xy™ Y +a _, xy®™? +  +a, xyt+a, xy = f(x) wird das
charakteristische Polynom oder char akteristische Gleichung folgendermal3en definiert:
P()=1"+a, 4" +a, , 4" 2+  +ad +a,

12.6.7.2 Bestimmung des homogenen L dsungsanteils:

1.Schritt: Zuerst werden die Nullstellen der charakteristischen Gleichung ermittelt.
2. Schritt: Danach wird das reelle Fundamental system aufgestellt.
3. Schritt: Die Losung des homogenen DGL-Anteils lautet dann:

Y (X)= ey (X)+ ey, (x)+.+ e, 0y, (%)

12.6.7.3 Bestimmung des partikuldren Ldsungsanteils:

1. Schritt: Fiir das Storglied f(x) der DGL wird folgender Ansatz gemacht:
f(x) = €™ g, (x)>cos(wx) - , (x)>sin(wsx]]

Die Zahlen b und Wmussen reell sein. g.(X) und gx(x) sind reelle Polynome.
2. Schritt: Man bildet dann die sogenannte komplexe Storfunktion:
f(x)=alx)e™  mit q(x)=a,(x)+iq,(x)
und m=b +ixXW

3. Schritt: Der néchste Ansatz lautet:
i (%)= (ug +ux+... +u,x) mit grad( )=grad(q)+2
Die partikul&re (komplexe) Losung wird wie folgt angesetzt:
Vo (x)=j (x)e™
Daraus folgt dann: g(x)= én_ %xP(k)(m)a’ ()
k=0 K:
Im Falle, da3 die Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, gilt vereinfacht:
i )+ Pdm)sj )+ P(m)j (x)=alx) mit m=b+isw

4. Schritt: Aus der obenstehenden Formel werden schrittweise alle Koeffizienten bestimmt. Dazu
kann der Koeffizientenvergleich — d.h. Vergleich von Real - bzw. Imaginérteilen auf beiden
Seiten der Gleichung — angewandt werden.

()= Refj (x)]

i 2(x)=1m]j (x)]

Daraus folgt schlief3lich fir die partikulére Losung:
Yo (x) = Re[F, (x)] = €™ ,(x)xcos(Wx) - j , (x)xsin (W]

Beispiel: Gesucht wird die algemeine Lésung der folgenden linearen Differentialgleichung.

%+ 2% +5x =5t - 13+ 4e * xsint
nt) )

Eine solche Auftellung des Storgliedes in zwel (oder mehr) Telle wird dann notwendig, wenn es
offensichtlich nicht die allgemeine Form f(x)=e™ ¥q,(x)xcos(Wxx)- g, (x)>sin(Wxx)] von
Storgliedern besitzt.

Homogene L6sung:
Es werden die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P(l ) bestimmt.
12+21 +5=0 0 1,=-1+2i 1,=-1-2i

Die allgemeine, reelle Losung der homogenen Differentialgleichung lautet dann:
X, (t) = et {c, xcos 2t + ¢, xsin 2t)
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Partikuléare Losung:
Zu fy(t):
f,(t)=5t- 13 = 1,(t)
XPl(t) +a—1t+azt2 "'a:«st3
K oeffizentenvergleich liefert: xpl(t) =t-3
Zu fo(t):
f,(t) = e * >sint = € g t) cos(wt) - , (t)>sin(we)]
mt b=-2 W=1 qt)=0 q,t)=-4
b m—-2+i qlt) = - 4i

P Zolt)= €™ (1)= e g +at +at?)
Als néchstes wird der Ansatz j «t)+P(n)sj (t)+P(n)j (t)=qt) benutzt, um die

unbekannten Koeffizienten von j (t) zu bestimmen. Diese ergeben sich zu Folgendem:

4,

0, =<_. =
aQH=a = 3055

Die algemeine Lésung des zweiten Teils vom Stt')rglied lautet dann:

XPZ(t) = Re[.)zpz (t)] = Rege(- 2 >€Eg dJ =e? >(;{‘#COS'[ +— smt—
€ ed % 5

Die allgemeine Lsung der gesamten Differentialgleichung ergibt sich somit zu:
X(t) =Xy (t)"' XPl(t)+ XPZ(t)

= e {c, xcos 2t + ¢, xsin 2t)+§>‘e'2‘ x2xsint + cost)+t- 3

12.6.8 Tabelle zur Ldsungsbasisvon linearen homogenen Differentialgleichungen
2. Ordnung mit konstanten K oeffizienten:

Die homogene Losung lautet 'y, (x)=c oy (x)+c,>y,(x) mit yi(x) und y(x) aus der
untenstehenden Tabelle.

Nullstellen von P(l ) L dsungsbasisder Differentialgleichung

IR, 1,51, yi(x) =€
yz( )_ezx

_| 2 yl(x):ell><
¥a(x) = o€

l,,=axi>w mitw>0 Y1(X) =g** >cos(w xx)

y,(x) = € xsin(w xx)

Tabelle 3: Losungsbasis von linearen homogenen Differ entialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

12.7 Eulersche Differentialgleichungen

12.7.1 Form Eulerscher Differentialgleichungen
Allgemein sehen diese Differentialgleichung folgendermalien aus:

(bx-+) sy (x) + 2, {bxcr )y x)+..+ 2, fox+ )y +a,9(x) = F(x) - abel R

12.7.2 Allgemeines L dungsver fahren:
Es wird eine Substitution durchgefihrt, die aus dieser speziellen Differentialgleichung eine
lineare Differentialgleichung mit konstanten K oeffizienten macht.
bx+c=e' b y¥u)= yW(e)
A

mit Ketten- und
Produktregel zu berechnen

Die Resubstitution lautet dann: u = In(bx+c)

12.7.3 Spezielle Euler sche Differ entialgleichung zweiter Ordnung:
In der Form
x2 xy€x)+axoydx)+bxy(x)=F(x) abl R
vereinfacht sich die Substitution auf
x=e' U u=lnx
und die neue Differentialgleichung lautet:
J€u)+ a- Dydu) byl =Fler)  mit  §l)=yler)

12.8 Rand- und Eigenwertprobleme

12.8.1 Begriff des Randwertproblems (RWP):

Unter Randwertproblemen verstent man Probleme, bei denen die gesuchte Ldsung einer
Differentialgleichung (eines DGL-Systems) in den Endpunkten eines Intervalls der unabhanigen
Variable(n) bei vorgegebenen Bedingungen gentigen muf3. Randwertprobleme treten in der Pysik
sehr haufig auf.

Gegeben sai L[y] = f(x), eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit auf [a,b] stetigen
Koeffizienten. f(x) sei ebenfalls stetig. Die Randbedingungen seien

n-1
U,[y]1=8 @ (@) +b,, (b)) m=1...m
n=0

und g, ..., gn redll.
Dann bestimmen die Gleichungen
Ly] = f(x)
u.lyl=g. m=1...,m
ein Randwertproblem (RWP).

12.8.2 Begriff des Eigenwertproblems bel Differ entialgleichungen:
Analog zur Definition des Eigenwertproblems bei Matrizen wird festgelegt:
Lyl=1 >y
heifd Eigenwertproblem der Differentialgleichung L[y]. | heif3t Eigenwert zur Eigenfunktion vy,
die diese Gleichung unter gegebenen Randbedingungen erfillt.
In den meisten Fallen muR furr | eine Fallunterschei dung durchgefiihrt werden.

Seite 89

Seite 90



12. Gewdhnliche Differentialgleichungen i e i oms G

Beispiel: Bestimmt werden sollen die Eigenwerte und die Eigenfunktionen des Randwert-
problems
wi(x)=1 >w(x)  fir OEx£Ep
ITR

wlt0) = wilp ) =0

Vx

Koeffizientenvergleich nach Einsetzen in die DGL liefert:
OiVV‘(O)zl >(C1+Cz) Pc=-c

0!:vvﬂ(p):l @{eﬁp-e‘ﬁp) Pc=0 bc=0
10

Dieerhaltene Losung fur | > 0ist also dietrivide Losung  w(x) © 0.

d.h., Eigenfunktionen zum Eigenwert| =0sind w(x) =x und w(x)=1.
3. Fall: | <0: Indiesem Fall lautet die allf;emeine L6sung:

---------------------- w(x) = ¢ >sinly= T x)+ ¢, xcos{y- T )
witx) =1 e, sin(y- T )+ 1 e, xcos(y= T =)

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:
0=wf0) =1 x, P c,=0
0=wtp) =1 > >sin(v-T >p)

Dal * Oist, muB entweder ¢ = O (triviale Losung) oder | =- n? sein (n ganzzahlig). Zugehdrige
Eigenfunktionen sind wn(x)=q>sin(nx) fir nl N.

12.9 Autonome Differentialgleichungen 2. Ordnung

12.9.1 Form, Anfangswerte:
In der allgemeinen Form lauten sie:

%= f(x,X)

Die unabhangige Variable t kommt nicht explizit vor.
Anfangswerte:  x(t,)=x,, X(t;)=p,1 0

12.9.2 Aquivalentes DGL -System erster Ordnung:
Eswird geschieben in der Form:

X=p

p=f(xp)
Die Anfangswerte lauten dann: x(t,) = %,, plt,)=p,* O

12. Gewdhnliche Differentialgleichungen i e s oms G
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In Anlehnung an die Physik wird p als Impuls bezeichnet, f sei ein Kraftfeld in einem bestimmten
Gebiet der (x,p)-Phasenebene (Orts-Impuls-Ebene).

12.9.3 Singulér e Punkte:
(%,ps) heifdt singulérer Punkt (SP) der Differentialgleichung X = f (x, x) wenn folgendes gilt:
p,=0 und f(xs,0)=0
Die singuldren Punkte liegen auf der x-Achse. Andere Bezeichnungen fir singuldre Punkte sind
Gleichgewichtslage oder Ruhelage der Differentialgleichung.

12.9.4 Phasenkurve (PK):
Eine orientierte Kurve G in der (x,p)-Ebene heif3t Phasenkurve (PK) der Differentialgleichung
%= f(x,x) , wenn es eine Losung
a(t)o
te x(t) =[x), pt)]" =§>; =
(=0 o =2

gibt, die eine Parameterdarstellung (PD) von Gist.
Merkregel fur die Pfeilrichtung in Phasenkurven:

Die Pfeile weisen nach rechts, wenn p positiv ist. Wenn p negativ ist, weisen die Pfeile nach
links.

12.9.5 Bestimmung der Phasenkurve, L 6sen von Anfangswertproblemen:
Die Bestimmung erfolgt in mehreren Schritten.

1. Schritt: Ansatz fir Gmit (X,p) I G:
p=i (x)
Po =i (%)
Gesucht istj (x).
Nach einigen Umformungen und Substitutionen ergibt sich:

j o=t (x)

und j (x)=p,* 0
Diesist eine Differentialgleichung erster Ordnung fur j (X).

2. Schritt: j (X) wird berechnet.
Man 16st eine Differentialgleichung erster Ordnung fir x(t), indem man

ﬁ:dt

i)
einsetzt. Es ergibt sich das Folgende:
t-t. = \XE
" Qi
Daraus erhdt man t as Funktion von x. Aufgelost nach x(t) hat man dann die
Parameterdarstellung der Phasenkurve durch (X, ).

Seite 92



12. Gewohnliche Differentialgleichungen i e i oms G

Beispiel: Gesucht ist die Ldsung des folgenden Anfangswertproblems:
_ 2 K3+x)

3+ x? 2x2

mit x(0)=1, x(0)=2 und x>0

Substitution ergibt:

X=p

L 2xp® p(3+ xz)

P35 2% b
0 p=i(x)

U
i
i
i
y
o)
o _2xp*  p3+x?
p=i Gp= - S L
LN 2X . 3+x2
P 1625 00- 2 b

. 3+x% _
(X)+ 2x2 -

)- 5

Nach Loésungsformel fir Differentialgleichungen erster Ordnung ergibt sich:

é u

TURCE S PP
evo ‘_e‘? U 2x
é B u

Damitist die Phasenkurve bestimmt. Weiter kann berechnet werden:
3+x?

X
~

t-t,= Q-lj ( [In‘3+s ‘L =In

[
=0

b x(t)=+J/4e'-3  mit t>|n%

Diesist die Ldsung des angegebenen Anfangswertproblems.

12.9.6 Spezielle autonome Differentialgleichungen 2. Ordnung:
Wenn sich die Differentialgleichung schreiben |4/} als
X= f(x),
dann lassen sich ein Potential (potentielle Energie), kinetische Energie und Gesamtenergie
einer Masse m = 1 definieren.

12.9.6.1 Potential (potentielle Energie):
Eine Funktion U(x) hei3 Potential oder potentielle Energie, wenn U ((x) =- f(x) gilt.
U(x)=- é f(e)de
12.9.6.2 Kinetische Energie:
Siewird definiert als E,, (p) =%>'<2 =% p2.

12.9.6.3 Gesamtenergie:
Die Gesamte Energie eines Massenpunktes im Kraftfeld f am Ort x mit dem Impulsp ist die
Summe von kinetischer und potentieller Energie:

me=%¢+UM
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12.9.6.4 Energiesatz:
Fur ale Punkte (x,p) einer Phasenkurve gilt der Energiesatz:
E(x, p) = E, = konst.
p U(X)EE,
Die Phasenkurven sind Niveaulinien der Energiefunktion bzw. Teile davon.

12.9.7 L 6sungsver fahren der speziellen Differentialgleichung:
Es entfallen einige bel der allgemeinen autonomen Differential gleichung notwendige Annahmen
bzw. Schritte. Es darf nun p, = 0 sein.

1. Schritt: Das Potential wird aus U (x) = - é f(e)de berechnet.

Die Phasenkurve folgt dann aus dem Energiesatz.

2. Schritt: Der Impuls [&3 sich berechnen mit

p=i (x)=%/2xE - Ux)
E, = E(%, o)

3. Schritt: Man gewinnt die Lésung mit der schon angegebenen Formel t - t, = él t)

12.9.8 Autonome Differ entialgleichungs-Systeme:
Dasallgemeine System lautet: % = v(x)

Einsingularer Punkt sei  x = ?15_ mit v(xs)=0.
2s 0

12.9.8.1 Linearisiertes System:
Ist v(x) in eine Taylorreihe entwickelbar, so heif3t das System

vl v O

1 ™| =

K= A k) mit Amy|  =grek Pl
S AR, A

gﬂXlZ(S ﬂle(s;

linearisiertes System.

Ermittelt man fur das linearisierte System einen singuléren Punkt eines bestimmten Typs, so ist
er auch ein singuldrer Punkt gleichen Typs fir das nicht-linearisierte System.
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12.9.9 Klassifizierung von singuléren Punkten, Phasenportraits:

12.9.9.1 Knotenpunkt:

Ein Knotenpunkt liegt vor, wenn die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung reell sind und
gleiches Vorzeichen besitzen. In der Umgebung
des singuléren  Punktes verlaufen  ale
Phasenkurven durch ihn hindurch und haben hier,
falls keine Doppelwurzel vorliegt, ene
gemeinsame  Tangente. Im  Fale ener
Doppelwurzel haben die Phasenkurven entweder
eine gemeinsame Tangente, oder durch den
singuldren Punkt verlauft in jeder Richtung eine
eindeutige Kurve.

Handelt es sich um ein lineares autonomes
DGL-System, so werden noch Knotenpunkte 1.

Art und Knotenpunkte 2. Art unterschieden. Abbildung 18: Knoten 1. Art

Abbildung 19: Knoten 2. Art

12.9.9.2 Strahlpunkt / Sternpunkt:

Als Strahlpunkt bezeichnet man einen
Knotenpunkt, durch den Phasenkurven der Form
y = Cx gehen.

Abbildung 20: Sternpunkt

12. Gewdhnliche Differentialgleichungen
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12.9.9.3 Sattelpunkt:

Als Sattelpunkt bezeichnet man einen
singuldren  Punkt, durch den genau zwel
Phasenkurven verlaufen. Die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung sind dann reell
und  besitzen verschiedenes  Vorzeichen.
Sattel punkte sind immer instabil.

JO1YOAUST

Eigenvektor

Abbildung 21: Sattelpunkt

12.9.9.4 Strudel punkt:

Sind die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung konjugiert-komplex, dann ist der
singulére Punkt ein Strudelunkt, auf den sich die
Phasenkurven in unendlich vielen Windungen
aufwinden.

singulirer
Punkt

Abbildung 22: Strudelpunkt

12.9.9.5 Wirbel punkt:

Ein singuldrer Punkt, in dessen Umgebung
ausschliefdlich geschlossene Phasenkurven liegen,
heilt  Wirbelpunkt. Die charakteristische
Gleichung muB3 rein imaginéare Wurzeln haben.

Abbildung 23: Wirbelpunkt
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12.9.9.6 Stabilitét von singuléaren Punkten:

Gilt fur einen singuléren Punkt (%,0), dafd zu jedem e> 0 ein d > O existiert, wobei fur eine Wahl
des Anfangspunktes (x°, x° mit dem Abstand di < d zum singuléren Punkt die zugehdrige
Phasenkurve einen Abstand d. < e zum singuléren Punkt hat, dann heif3t der singulére Punkt stabil.
Die Pfeilrichtung der Phasenkurve weist auf den singulé@ren Punkt.

Ist diese Bedingung nicht erfillt, so heif3t der singulére Punkt instabil.

12.9.9.7 Stabilitatskarte fur lineare autonome DGL-Systeme im R2:

DGL-System: x=A>X
Bezeichnungen: Knoten Strudel- | Strudel- Knoten
i 1. Art punkte punkte 1. Art
A= DO stabil stabil instabil instabil
c dg :Ea .
1 1 =
a=§>6purA=E><(a+d) _S-
g=detA 3
b=a*-g| g
I .,1,: Eigenwertevon A

Es treten dann verschiedene Féalle auf:
Gerade von sP

stabil instabil
o

1. Fall: Sattelpunkt: g <OP b >a|. Die Eigenwerte haben verschiedenes Vorzeichen.

2. Fall: Gerade von singuléren Punkten: g =0 und a * 0P b =[a|.
Ein Eigenwert ist null, der andere nicht.

Sattglfunkte

3.Fall: Knoten 1. Art: 0<g <a? P b <la|. Die Eigenwerte haben gleiches VVorzeichen.
instabil
4.Fdl: g=a?U b=00 1,=1,=al R.Esgibt nur einen Eigenwert.
4.1: Sernpunkt: Die Eigenvektoren spannen den R2 auf.
4.2: Knoten 2. Art: Die Eigenvektoren spannen den R2 nicht auf. y < 0

5. Fall: Srudelpunkt: g>a® U0 1,,1,T R DieEigenwerte sind konjugiert-komplex.

Abbildung 24: Stabilitatskarte fur lineare autonome DGL -Systemeim R2
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13. Fourierreihen

13.1 Trigonometrische Polynome und minimale Integralmittel

13.1.1 Periodizitat:
Eine skalare Funktion f(x) heil3t periodisch mit der Periode T > 0 oder auch T-periodisch, falls
f(x) =f(x + T) fur allereellen x gilt.

Ist eine solche Funktion f T-periodisch, so ist

2p-periodisch. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich ausschliefich auf 2p-periodische
Funktionen.

13.1.2 Trigonometrisches Polynom n-ten Grades:
So bezeichnet man folgendes Polynom:
T.(x)=a, +Q (a, >coskx+b, >sinkx)  mit a,,b T R

k=1

13.1.3 Primére Problemstellung:
Gegeben sei eine 2p-periodische Funktion f.

13.1.3.1 Kann f durch ein bestimmtes trigonometrisches Polynom besonders gut angendhert
werden ?

13.1.3.2 Was heifdt ,,gute Anngherung” Uberhaupt, wo f doch nicht einmal stetig sein muf3, aber
jedes T, stetig ist ?

13.1.3.3 Welche zusétzlichen Forderungen sind an f bzw. an die Koeffizienten a, bx zu stellen so

dal? dieformale Reihe
¥
S, (x)=1imT,(x) =+ & (a, *coskx+b >sink)
k=1
konvergiert ?

13.1.3.4 Wenn S (x) fur ein reelles x existiert, gilt dann f(x) = S(x) ?

13.1.4 Integralmittel:
Als Mal der Anngherung wéahlt man das sogenannte Integralmitte:

€y =, B0) = § 10 T (i

13.1.5 Fourierkoeffizienten (FK):
Minimiert man das Integralmittel, so ergibt sich Folgendes:

aO:%Xd f (x)>dx

_1.2

=27 f (x) xcoskocxdx
1.2 -

b, = Q f (x)>sinkx>ax

Existieren diese Integrale, so heif3en die Terme Fourierkoeffizienten (FK) von f.

13. Fourierreithen s e s G

[TH Aachen

Seite 99

13.1.6 Unter scheidung bel geraden und ungeraden Funktionen:

Sel eine 2p-periodische Funktion f(x) gegeben, deren Fourierkoeffizienten fur ale k existieren.
Dann gilt:

f ist eine gerade Funktion:

1.0
=—x) T (x)>dx
3 p><Q()
2.9
=—x) T (x)xcoskx>xdx
3, p>‘Q()
b =0

f ist eine ungerade Funktion:
3,=a,=0

2 9 i
==xf kx >d
=25 1 ()i

13.1.7 Konver genz:
Ist f stetig im Intervall [- p,p] und 2p-periodisch, dann gilt:
1.9 2 2,8 (2,2
¥ >—xq f(x)" xdx3 2a; +q \a, +by¢
570 (x) k:l( )
Die Fourierkoeffizienten streben gegen null, wenn k gegen unendlich geht.

13.1.8 Fourierreihe:
Ist f stetig und stickweise glatt im Intervall [- p,p] sowie 2p-periodisch, dann konvergiert die
Fourierreihe gleichméldig und absolut, und es gilt:

S (x)= 3 im fxg+lim f g
Betrachtet man eine allgemeine 2L-periodische Funktion f, so gilt fir die Fourierreihe:

. )
S(X):lao+é‘aean>cos§m—px9+bn>sin§w—pxgg
27 4 L g eL gy
. 1 ¢ ap 0O

t =— f X — +>d
mi a, qu (x) OsgLXg X
aap

1.4 . o)
b == f(x)>singc—— x=>dx n=0,12,...
=00 (Psing = L

13.1.9 Dirichlet-Term:
Dieser wird aus dem trigonometrischen Polynom gewonnen.

T.()=a, + & (a, rcosloc+ b, >sinky)

k=1

£ u u
-1 %+é(coskt>coskx+sinkt>sinkx)3>dtg
p k=1 =cos[k( x-t)] g E

=

T |
ﬁ‘u CW)E%:ND\
-
=
G
™ Yy @

Ft)oL + & cogko{x- t)]ohet
82 k=1 u

:Dn( X‘t)
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Der Dirichlet-Term hat folgende Eigenschaften: 13.2 Eine Anwendung auf die Saitenschwingung
sinéi?w}gmu Gegeben sai eine Saite der Lange p, die an beiden Enden eingespannt sei und auf die keine
0 g 20 H AuReren Kréfte einwirke.
u)=
" . u
2”8"15 13.2.1 Zugehériges Randwer tpr oblem:

ixd D, (u)xdu =1 y(0,t)=y(p,t)=0 furallet

P y(x0)= f(x)
Daraus folgt fir das trigonometrische Polynom: y.(x0)=9(x)

Tn(x):plxd f(x- u)>xD, (u)>xdu

y(xt)= X (<) (t)

13.1.10 Fourierreithenentwicklungen einiger 2p-periodischer Funktionen:

Funktion Fourierreihe 13.2.2 Separierte Differentialgleichungen:
f(x)= 2 4 _& cos(2nx) Man erhlt als Ansatz:
., _1-sinx -pE£XEO X_E'Exgm
=pnd=1 g1y oexe : . @)1 27)=0
P sinx X£Ep _2 4 >€§:OS(2X)+ cos(4x) , cos(ex) , 4
p pé 13 3% 5 g th(x)-#xx(x)zo
4 & cog(2n- 1)x]
) f(x)=R - 2ug AN X
f(x)= X -PEXEOD 2 p o (n-1p 13.2.3 Ermittlung der Eigenfunktionen:
T X 0£x£p _p_4 Bosx+ cos(3x) , cosl5x) , Unter Berticksichtigung der Anfangs- und Randwerte ergibt sich:
5 — tTe e
P X, ()= Csin(k>x)
f(X) _4.8 sin[(Zn- l)X] T (t): dy >C()S((3>4<>¢)+dz,l< >sin(c><k>¢)
f(x)-i-l p<x<0 _ax% on-1
i1 0£XEp 4 o sin(3x) . sin(5x) 13.2.4 Losung der Differentialgleichung:
:—>€E§|nx+ 3 + = +...5 X! ng
b e 2 Yk(xvt)zxk(x)’Tk(t)
P8 gy cosinx) Aylt)  niN
i)=x -pexep =g e b2
_p z 24805y 2x) + cos(3x) 4+ 6 13.2.5 Fourierreihen von f bzw. g:
: ] '
3 ¢ 3 e Falls § v, (x.t) existiert und Differentiation und Summation vertauschbar sind, so folgt:
k=1
_ & sin(nx) ¥
f(x)—!x 0£x<2p f(X)—p-2><e}l n X1 2np f(X)Zade>Sin(k><X)
=1 n= k=1
10 X=2p ] sin(2x) sin(3x O 3
=P - 2xsinx+ g )+7g )+.~-§ g9(x)= 4 d,, cxkosin(kxx)
k=1

Tabelle 4: Fourierreihenentwicklungen einiger 2p-periodischer Funktionen ) . _ . )
Dies sind die Fourierreihen von f bzw. g.
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14. Kurven und Flachen

14.1 Kurven im R2 und R3

14.1.1 Par ameter dar stellung eines K urvenbogens, Par ametertr ansfor mation:
x: [ab]l~R", ni{23
heil3t Parameterdarstellung eines Kurvenbogens, wenn x(t) stetig und differenzierbar ist, sowie
die Ableitung nach t im Intervall [a,b] nicht null ist.
Eine Parametertransformation heif3t ,zuldssig*, wenn sie bijektiv und stetig ist, sowie uberall
eine positive Ableitung besitzt. Bel zul&ssigen Parametertransformationen éndert sich die Richtung
einer Tangente nicht.

14.1.2 Spezielle zulassige Parametertransfor mation auf ,, Bogenlange* :
Die Lénge einer allgemeinen Kurve lautet:

1(K) = gyixt ) et
sft) = Gy lxtt ) et

Diesist eine zuldssige Parametertransformation.

14.1.3 Tangentenvektor, Normalenvektor und Krimmung einer Kurveim R2

1 &9
Tangentenvektor: t(t)= ——— =
o A e
Normal envektor: Q(t) = ! & .X2 g
X2+ X’ X g
Krimmung: k(t)= X\x\? mit X’ =§exng
1 @

14.1.4 Begleitendes Dreibein einer Kurveim R3:
Sel x(s) eine Parameterdarstellung einer Kurveim R3 parametrisiert nach der Bogenlange.

Dann heilRen 1(5) = g((s) Tangentenvektor,

¢
n(s):t—(s) for t4s)* 0 Hauptnormalenvektor

und  b(s)=t(s)" n(s) Binormalenvektor.

{1(5), g(s), Ig(s)} heif3t begleitendes Dreibein der Kurve. Es bildet eine Orthogonalbasis des R3.
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Alle Angaben sind chne Gewh.
Bruno Gnorich, RWTH Aachen

14.1.5 Frenetsche For meln:

Sel x(s) eine Parameterdarstellung einer Kurve im R3 parametrisiert nach der Bogenlénge.

{t(s).n(s).b(s)} sei das begleitende Dreibein.

Man nennt dann  k (s) =

;( (s)‘ Krimmung und

t(s)=- p((s) xn(s)  Torsion oder Windung.

Daraus folgt dieses Differentia gleichungs-System:

t'=kn
Q¢:-k >¢¢+t X
b¢:-t N

Mitx =t ist x(s) dann bis auf eine Translation eindeutig bestimmit.

14.1.6 Bezliglich der Zeit parametrisierte Kurven im R2:

Tangentenvektor: t= ﬁ
Binormalenvektor: b= 5 2

Hauptnor mal envektor: n=b"t

. X" X
Krimmung: k="
X
Torsion/ Windung: t :M
(" %)

14.2 Einflhrung in die lokale Theorie der Flachen im R3

14.2.1 Par ameter dar stellung eines Flachenstiickes, Par ametertransfor mation:

x: G1 R?+—» R® heiRt Parameterdarstellung eines Flachenstiicks x(G) im R3, falls x in G stetig

(uv)ox(uv)
differenzierbar ist und fir ale (u,v) aus G gilt: x,” x,* 0

Eine Parametertransformation f : G1 R* > Gl R? heift zulassig, falls f bijektiv und stetig

o 1('—“V)§
(U,V)HL(U,V)—% S

2

differenzierbar ist. Dariiber hinaus muR die Jacobideterminante positiv sein. J, (u,v)>0 fir ale

(uv) aus G.
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Ist f eine zul&ssige Parametertransformation, dann éndert sich die Richtung von x, = x, unter f
nicht.

Normalenvektor der Flache x(G): n=

14.2.2 Kurven auf Flachen:
Sei g:[ab]l R>Gi R? die Parameterdarsteliung einer ebenen Kurve in G. Dann ist

xog: [ab]l R R® die Parameterdarstellung einer Kurve auf der Flache X(G).

Deren Tangentenvektor ist gegeben durch: %Q(o g ) =X, (g (t))xj(t) +X, (9 (t))n;/(t)

Die Tangente liegt in der von x, und x, aufgespannten Ebene. %Q(og)" (x,” x,)

14.2.3 Koeffizienten der 1. Fundamentalform:
Die Bogenlange wird bestimmt durch

2 2
s d . g2
0 -1 (xog) =|x,u+x.
edtg |dt =
= X, X, U2 + 2%, X, 0V + X, X, V2
XXy SOV AL
E

E, F, G heil3en Koeffizienten der 1. Fundamentalform.
Schreibweise: ds? = Exdu? + 2F xdu >dv + G xdv?

14.2.4 Eigenschaften, Anwendungen:
Sei x: Gl R?+— R* die Parameterdarstellung der Flache x(G) und E, F, G die Koeffizienten
(uv)x(uv)
der 1. Fundamentalform. Dann kann Folgendes formuliert werden:

aei(t)

142411t t-gt) = gv(t)g die Parameterdarstellung einer Kurvein G, und die Verkettung von
= P

x und gverbinde auf G die Punkte a und b. Dann gilt fiir die Bogenlénge s der Fléchenkurve:
b
s=QVEU® +2Fuv+Gv® xdt

14242 Seien g und @ die Parameterdarstellungen zweier Kurven in G, die sich fir ein t
schneiden. Dann schneiden sie sich unter dem Winkel a mit
— Euluz + F(UIVZ + UZVI) + GVIVZ
|Eu,u, + F (U, + U,V )+ Gy,

cosa

14.2.4.3Durch |x,” x,|=+EG- F? wird der Flacheninhalt des von x, und x, aufgespannten
Parallelogramms bestimmt.

14.2.5 Flachen in expliziter Form:
Esgilt allgemein:
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by
Iy =%02
@eu o ﬁ'ﬁl(“_‘??Z TE=1+f2
xuv)=§ v 2o | Eho P [F=fd,
Sty 1 8¢ IG=1s 12
Ve ik =c1s restrl
1 +
1 8fvﬂ
F e
Normalenvektor auf die Tangential ebene: n=x," x,=¢ f,+
€15
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15. Kurven- und Oberflachenintegrale

15.1 Orientierte und nicht orientierte Kurvenintegrale

15.1.1 Orientiertes Kurvenintegral:
Sei x: [ab]> GI R? (R®) eine Parameterdarstellung der Kurve C. Es séi f :G > R? ®2)
eine stetige Funktion. Dann heif3t
of »dx = ff (xt)) ()t
C

C
orientiertes Kurvenintegral von f langs C.
Andere Schreibweise:

Of >dx = Of, >dx, + ,>xdx, + f;xdx,
(o} (o}

A

baw.  f xxds = f xdx’ = f (x(t) % it
(o} (o}

15.1.2 Nicht orientiertes Kurvenintergal:
Istj : G~ R stetig, so heildt

~ Y b .
G Adx = G »ds= Qi (x(t)Ax(t) et
C C

nicht orientiertes Kurvenintegral vonj langsC.

15.1.3 Eigenschaften von Kurvenintegralen, Rechenregeln:

15.1.3.1 Bel zuléssigen Parametertransformationen verandern orientierte und nicht orientierte

Kurvenintegrale ihren Wert nicht.

15.1.3.2 Fir reelle a, b, stetige Skalarfelder j , y , und stetige Vektorfelder f, g gilt:
daXf +b><g)>dx axof >dx+b><(E>dx

da>j +by )¥dx = aX(j #dx\+b><d 4dx

15.1.3.3 Weitere Eigenschaften sind:

Of xdx=- Of xd x

0 fdx=0 1dx
Of *dx = gf dx+ gf >dx

C+C, o) c,

0 Hdx= ¢ #dXHO AdX

(31+C2

15. Kurven- und Oberfl&chenintegrale e v

15.1.3.4 Es gelten folgende Abschétzungen:

9 %dX]

£Q X

15.1.4 Potential eines Vektorfeldes:

Ist C eine geschlossene Kurve innerhalb
eines sternformigen Gebietes, und existiert
ein skalares Feld j , so daf3

gradj =f

ist, dann gilt immer of xdx=0

j heifdt Potential des Vektorfeldesf.

Abbildung 25: Sternformiges Gebiet

15.1.5 Sternformiges Gebiet:

Unter einem sternformigen Gebiet versteht man ein Gebiet im R3, in dem es mindestens einen
Punkt gibt, von dem aus es Geraden zu jedem anderen Punkt in dem Gebiet geben kann, die die
Grenzlinien des Gebietes nicht Uberschneiden. Von diesem Punkt ausgehende Strahlen
durchschneiden die Grenzlinien des Gebietes demnach genau einmal .

15.2 Orientierte und nicht orientierte Oberflachenintegrale
Allgemein betrachtet man Oberfl&chenintegrale ebenso wie Kurvenintegrale.

15.2.1 Orientiertes Oberfl&chenintegral:
Sei x: GiI R®—R® eine Paameterdarstellung des Flachenstickes F. Es sai

f:D-R® (F1 DI R®) einstetiges Vektorfeld. Dann heift
of »do= gt {x,” x,)dl(uv)
F G
orientiertes Oberfléchenintegral von f auf F.

Ahnlich setzt man das komponentenweise zu berechnende Integral
Of “do=gf (x x)d(uv).

F G
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15.2.2 Nicht orientiertes Oberflachenintegral:
Itj :D>R (F1 DI R®) eine stetige skalare Funktion so heit

0 do= g (x(uv))px,” x,[>d(u)

nicht orientiertes Oberflachenintegral vonj auf F.

15.2.3 Rechenregeln:
15.2.3.1 Oberflachenintegrale verdndern ihren Wert nicht, falls eine zuléssige Parameter-
transformation durchgefihrt wird.
15.2.3.2 Fir reelle a, b, stetige Funktionenj ,y , und stetige Vektorfelder f, g gilt:
daXf +b><g)>dg =axf xdo+bxgg>do
F F

F

(Jax +bx )xdo=axj xdo+bxy xdo
F F F

15.2.3.3 Weitere Eigenschaften sind:
&f xdo=- §f xdo
-F F

0 xdo=¢ xdo
-F F
Of do= gf *do+ ¢yf >do

FtF, F F,

0 xdo= ¢ >do+ ¢y >do
Fi+F, F F,

15.2.3.4 Es gelten folgende Abschétzungen:

£ [ dd
(

d)do
F

3 M%E(‘j | do

E

15.3.3 Explizit gegebene Funktionen:
Ist F explizit gegeben durch eine Funktion z = f(x,y), dann |&f3 sich sagen:

® X 0
X(xy)=¢ y -
& (xv)5
&l o 200 2 f,0
b X,=¢01 X,=¢1- b X,” X,=¢ f,+
&tz & €lyg

do=[X," X,|xd(x y)= 1+ 7+ 7 xd(x,y)

[TH Aachen
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16. Integralsétze und Vektoranalysis

16.1 Satz von Gaul? in Ebene und Raum

16.1.1 Divergenz eines Vektor feldes:
Es gilt (Ubertragbar in Ebene und Raum):

9
divv=divgvs=u, +v, +w,
&z
16.1.2 Satz von Gaul3 in der Ebene:

Sel G ein geeignetes Gebiet des R2 (sternférmig). Sei weiter die Randkurve G so parametrisiert,
daR G ,links* von G liegt. Es sei v ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

Adx’ = - gyiivv(x)d(xy)
16 G
Mit y=§/{1g=§eQ 2 folgt:
.0 & Pg
P >dx+Qxdy = (‘ﬂQx - Py)>d(x, y)
16 G
16.1.3 Satz von Gaufl im Raum:
Se G ein geeignetes Gebiet des R3 (sternformig). Die Randflache sei durch x(u,v) so

parametrisiert, dal3 x,” X, nach ,auen“ zeigt. Es sei v ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann gilt:

Oy>do = ggsiiv v(x)>d(x, y, 2)
1G G

16.1.4 Flu von v durch G:
AlsFluBvon v durch 1G wird dasIntegral  (gfv>n)>do bezeichnet.

16

16.1.5 Zirkulation von Vektorfeldern:
Sieist fur ale geschlossenen C definiert als

of dx=2.
C

IstZ=0bzw. gradj =f,
dann heif3t das Vektorfeld v zirkulationsfrei.
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16. Integralsdtze und Vektoranalysis

16.3.2 Rechenregeln:
Fur skalare Felder j , y und fur Vektorfelder f, g gilt:

16.2 Satz von Stokes

16.2.1 Rotation eines Vektorfeldes: )
Die Rotation rot v ist definiert as: V>(f +g):V><f +Vxg
e Vi(teg)=viievig
o (P g g, -v,0 VAV EI vy
roty=rotgy-= S % Eui=Gu, - w s VA )= 4] 7 = g+ v |
&y g &wg V- U, V% Xi):'i VA H AT
$iz0 VAt g)=gAv" 1) 1AV g)
v (i g)=fxxg- gV xt )+ 1 {V>g)- g xf
Ist rot v =0, so handelt es sich um ein wirbelfreies Feld. v ist dann ein Potentialfeld im =
entsprechenden Gebiet. VAVA )=D =j o *i i
VAV £)=0
vV (V4)=0
V (V7 £)= VAVt )- D = VAV f)- &”+1W+f )

16.2.2 Satz von Stokes:
Es sei F en Flachenstiick definiert auf einem Parameterbereich G 1 R?. Dieser s& so

beschaffen, dal? der Satz von Gaul? anwendbar ist.

AuRerdem sei die Abbildung x: G — R?, die F bestimmt, zweimal stetig differenzierbar. Ist nun
das Vektorfeld v auf einem Gebiet, das F enthélt, stetig differenzierbar, so gilt der
16.4 Der Green’sche Integralsatz

Satz von Stokes:
16.4.1 Green'scher Integralsatz:
Essei G ein Gebiet im R3, so da der Satz von GauB gilt. Sind u, v auf zweimal stetig

Qotv>xdo = ¢y >dx
F " differenzierbar, dann gilt mit dem nach auf3en gerichteten Normaleneinheitsvektor n von G:

gy >XDu - uDv)xd(X, Y, z) = CpgV *— - upémgdo
& Tu %Wz
G

16.2.3 Vektor potential:
Essd v: G~ R? stetig differenzierbar und G sternférmig. Es existiert ein , Vektorpotential* a

aseinin G stetig differenzierbares Feld mit rota=v0 VvV~ a=v ,wennin G folgendes gilt
Hierbei ist D der Laplace-Operator.
divv=u,+v, +w, =0

16.4.2 Anwendung:
Essal G ein Gebiet, so dald der Satz von GauR3 gilt, und es sei U zweimal stetig differenzierbar in

G =GE{G.GiltDu=0auf G, soist filr x, aus G:

1 M, (x-x)a Y

16.3 V-Rechnung (Nablarechnung)
Ulk) = 2 xggp
T dp X x| Tn

16.3.1 V-Operator:
Er wird folgendermal3en definiert: X- Xo\ H
V=4e 1 imR
k=1 Xic
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16.5 Exakte Differentialgleichungen

16.5.1 Exakte Differentialgleichungnen:
Eine Differentialgleichung der Form

P(x,y)+Q(x y)>y(=0

mit stetigen Funktionen P,Q: G~ R helld in G exakt, wenn es eine stetig differenzierbare
Funktion F gibt die die folgende Bedingung erfillt:

grad F =§Eg§

F muR also das Potential des Vektorfeldes ggg sein.
7]

Héaufig schreibt man exakte Differentialgleichung in der Form

P xdlx +Q>dy =0 U gg%dg:o.
%]
Fr das Potential F gilt: ~ F(x,y)= é:yy))Pmemy

16.5.2 Exakte Differentialgleichungen in sternfér migen Gebieten:

In sternférmigen Gebieten mit stetigen Funktionen P,Q: G+— R gilt Folgendes:
P(xy)+Qx y) y(=0

ist genau dann exakt, wenn
Qx = Py

gilt. Diese Bedingung heif3t | ntegrabilitatsbedingung.

16.5.3 Spezielle Vektor potentiale:
Hat das Potential F die Form
F(x f(x))=c [=F(x, o),
dann ist f(x) Losung der Differentialgleichung P(x, y)+Q(x, y)> y¢=0.

16.5.4 Singulér e Punkte von exakten Differ entialgleichungen:
Diese ergeben sich aus diesem Gleichungssystem:

P(Xov yo) =0

Qlx: ¥0) =0

16.5.5 Integrierender Faktor m(x,y):
Als integrierenden Faktor bezeichnet man den zweimal stetig differenzierbaren Term m(x,y), der
nicht null ist, welcher sich aus dieser Bedingung ergibt.
P m, - Q>
% = QX - Py
Damit werden nicht exakte Differentialgleichungen zu exakten Differentialgleichungen.
m>P+m>Q>y(:0

Die Losung erhalt man dann wieder aus F(x,y) = q‘_(l:yy))mXP >ax + m>Qxdy .

16. Integralsdtze und Vektoranalysis b sl yend
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16.5.6 Bestimmung von integrierenden Faktoren fir bestimmte Differ entialgleichungen:

P -
16.5.6.1 Stellt j (x) = QQX eine nur von x abhangige Funktion dar, dann ist:

x

m(x) _ eqj (t)at

Qx- Py

16.5.6.2 Stellty (y)=

mly)=e?

16.5.7 Implizite L ésungen von nicht exakten Differ entialgleichungen:
16.5.7.1 Wesentlich verschieden heil3en zwel integrierende Faktoren m und n, wenn es keine
reclle
Zahl | gibt,sodal m=I >n

eine nur von y abhéngige Funktion dar, dann ist:

16.5.7.2 Implizite L6sung: % =c, cI R
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A. Anhang: Tabellen und Kurzreferenzen

A.1 Trigonometrische Funktionswerte an besonderen Winkeln

a sina cosa tana cota
0 0 1 0 +¥
p 1 1 1

= = =4/3 =+/3

6 2 ZI 3I V3
p 1 1

= =42 =2 1 1
4 ZI 2\/7

p 1 1 1
= =+/3 = =+/3
3 Z\F 2 V3 3\[
p

= 1 0 +¥ 0
2

p 0 -1 0 ¥
£l -1 0 +¥ 0
2

2p 0 1 0 +¥

Tabelle 5: Trigonometrische Funktionswerte an besonderen Winkeln

A.2 Zusammenhange der trigopnometrischen Funktionen

Alle Angaben sind chne Gewh.
Bruno Gnorich, RWTH Aachen

A.3 Additionstheoreme der trigopnometrischen Funktionen

A.3.1 Summeund Differenz:

A.3.2 Vidfache:

A.3.3 Potenzen:

sina cos a tana cot a
. > tana 1
sna= 1-cosa J1+tan’a J1+cot’a
— 1 cota
cosa= 1-sn"a Ji+tan’a J1+cot?a
tana = sina [1- cos?a 1
J1- sn’a cosa cota
cola= V1- sin’a cosa 1
sina \J1- cos’a tana

Tabelle 6: Zusammenhénge der trigonometrischen Funktionen

Hierbei liegt a im 1. Quadranten.
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sinfa +b)=sina >cosb *cosa >sinb
cosla + b ) =cosa xcosb Fsina >sinb
)_ tana ttanb

" 1F tana xanb
_ cota xcotb F1
" cota +cotb

tana = b

cotfa +b)

sin2a =2>sina >cosa
cos2a =cos’a - sina

tanza :72>¢an251
1- tan“a
2
cot2a = cot‘a-1
2xcota

sin3a =3ina - 4xsin’a
cos3a =4xcos’a - 3xcosa

sinda =8ssina xcos’a - 4>sina xosa
cosda =8xos’a - 8xcos’a +1

sin’a =%>(1- cos2a )
cos’a :%>(1+cos2a)

sin’a =%>(3>sina - sin3a)

cos’a = % ¥3>cosa +cos3a )
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A. Anhang: Tabellen und Kurzreferenzen

Alle Angaben sind chne Gewh.
Bruno Gnorich, RWTH Aachen

A.4 Einheitskreis

Am Einheitskreis lassen sich fir einen gegebenen Winkel die trigonometrischen Funktionen

ablesen.
Ak))
2. Quadrant 1. Quadrant
1
tan o
sin o
o
| 0 5 1 3 x
= o
g | %
3. Quadrant -1 4. Quadrant

Abbildung 26: Einheitskreis
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